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ভূমিকা 


মোঃ মাহবুবুল হাসান শান্ত এর বইয়ের ভূমিকা লেখার ভার যখন আমাকে দেওয়া হলো তখন 
আমি বেশ অবাক হই, কিন্তু বইয়ের কনটেন্ট এর ব্যাপ্তি দেখে আরো অনেক বেশি অবাক হই। 
শান্তর বইয়ে UVa আর্কাইভ এর অনেক প্রবলেম ব্যবহার হয়েছে দেখে ভালো লাগলো, কারণ এটা 
হয়তো UVa সাইটের জনপ্রিয়তা বৃদ্ধিতে বড় ভূমিকা রাখবে। সেজন্য বইটির ইংরেজি অনুবাদেরও 
অপেক্ষায় থাকলাম। 

তরুণ প্রজন্মের মধ্যে আমার দেখা সর্বশ্রেষ্ঠ শিক্ষক মনে হয় মনিরুল হাসান (তমাল)। কিন্তু 
আরেকটু তরুণ প্রজন্মের মধ্যে যদি খুঁজে দেখি তাহলে দুটো নামই মাথায়ে আসে- মোহাম্মদ মাহমুদুর 
রহমান এবং মোঃ মাহবুবুল হাসান শান্ত। মোটামুটি ভালো শিক্ষক হলেই যে সবসময় ভালো লেখক 
হয়না সেটা নিজেকে দিয়েই বুঝি কিন্তু শান্ত তার বুঝানোর ক্ষমতাকে বই এর মধ্যে আনতে পেরেছে 
ভালোভাবেই তাই এই বইটি তরুণ প্রজন্মের জন্য অনেক উপকারী হবে সন্দেহ নেই। আজকে 
কেবলই মনে হচ্ছে কেন আমার বয়স আরো বিশ বছর কম হলো না, তাহলে এই বই দেখে আরো 
ভালোভাবে সবকিছু অনেক কম বয়সে শিখে ফেলতে পারতাম। 

শান্তর প্রোগ্রামিং কনটেস্ট ক্যারিয়ার অনেক দীর্ঘ। তবে তাকে প্রথম ভালো ভাবে চিনি যখন 
"Dhaka Regional ২০০৫" এ শান্ত ও নাফি এর 10I গামী দল বাংলাদেশের সব বিশ্ববিদ্যালয়কে 


বই তাই নানা ধরনের সমস্যা সমাধান এর কথা উঠে 
“ত হয়নি এমনকি ইংরেজিতে অনুদিত হলেও এই 
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সাধারণত দেশের বাইরে গিয়ে লোকজন প্রোগ্রামিং কনটেস্ট এবং প্রবলেমসেটিং কে 
কিন্তু শান্ত এই দিক থেকে ব্যতিক্রম i এই বইয়ের পাঠক সংখ্যা কয়েক মিলিয়ন হলেই 


প্রচেষ্টা সফল হবে। সেইসব মিলিয়ন প্রোগ্রামার বাংলাদেশকে অনেক সম্মানিত করবে ৷ মনে 
হবে যে পোশাক ও শ্রমিক রফতানি করে বৈদেশিক মুদ্রা অর্জন করা সম্ভব হলেও rupe D. 


প্রয়োজন একটু সৃজনশীল কিছু। কৃত্ৰিম বুদ্ধিমত্তা (A!) ও রোবটের উত্থানের , প্রোগ্রামিং 
অন্য কিছুতে মানুষের প্রয়োজন থাকবে কিনা সেটাও ভাবা দরকার :)। t ki- 
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১ প্রোগ্রামিং প্রতিযোগিতায় হাতেখড়ি ১১ 
১501 হান বলার বুরারারারারারারারা মারার, রান ১১ 
১.২ প্রোগ্রামিং প্রতিযোগিতা কী? 2... aae. eea... ১১ 
39 কোৰ করব Feat quH1spadol nis) ভাটির HE. ean... ১৩ 
১৪ US STEERING EOE (Sb HINER ET. Loan. o. ১৩ 
১৫ . এসি কা জানতে EE 718188525455 dl E Lam ১৮ 

à CHÈ ১৯ 
২.১ একটি ছোট প্রোগ্রাম এবং ইনপুট আউটপুট... ১৯ 
২.২ ডেটা টাইপ এবং math.h হেডার ফাইল . ..,. P এন্টার কক Bs ২১ 
ES 2৬158 এয রর ৭১: ২৪ 
Mt Te ROT লরি REN «ue rom ২৮ 

EE ier (Array) © PRR (String) oi eme esL ৩৩ 


00100101510)... . ৮০০৯১১৯৮৮৮৬, ee 80 
E fs Recursion) ae এ, ee ৪২ 
ল (File) ও স্টাকচার (GI ) (57০৬ ^ CUT. TTE * * * 8৫ 
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Ssa Extended GCD. ১ sa Feo a রিকি TUN m 

৩.২ কম্বিনেটরিঝ্স (Combinatorics) ৬ = -+ s. ovS তলত ক tt 
ws ফ্যা্টোরিয়ালের পেছনের 0 2.020277 ৯৮৪7১ ৬ 

৩.২.২ ফ্যাক্টোরিয়ালের অঙ্ক (Digit) সংখ্যা , , , ১5০5০০০১১১৪ » 

ত.২.৩ লমাবেশ (Combination: (7D) ted FAA, FF ৬৭ 

৩.২.৪ কিছু বিশেষ সংখ্যা 00.4146 27 WV 22 4 ভা ৬৯ 

৩.২.৫ ফিবোনাচি সংখ্যা (Fibonacci Number) .........,. ৭১ 

৩.২৬ ইনক্লুশন এক্সক্লুশন নীতি (Inclusion Exclusion Principle) , . ৭৩ 

৩.৩ সম্ভাব্যতা (Probability) ও এক্সপেক্টেশন (Expectation) , , , , , , __ ৭৪ 
$us সম্ভাব্যতা (Probability) — ss so nsr erare "XD ৭8 

৩.৩.২ এক্সপেক্টেশন (Expectation). PPPI MONT, FTE ৭৫ 

cw  -————P——- 2 ৮ 44 
৩.৪.১ ভিত্তি পরিবর্তন (Base Conversion) ............. ৭৭ 

৩.৪.২ বিগইন্টিজার (Big Integer) ................. ৭৮ 

৩.৪.৩ চক্র বা সাইকেল (Cycle) নির্ণয়ের আলগরিদম , , ,,_,_, _; ৮০ 

৩.৪.৪ গাউসের এলিমিনেশন (Gaussian elimination). . , , , , _, ৮১ 

C echo রর C ET রান ETT রানি ৮৬ 
OE MEME... ৮৬ 

সর্টিং (Sorting) ও সাৰ্চিং (Searching) ৮৭ 
BS ae (Sorting) .... রাড লা 399529395 1226 -8 5, ৮৭ 
8.5  ইনসার্শন সর্ট (Insertion Sort) . , . , 5550. ৮৭ 
৪.১.২ সিলেকশন সর্ট (Selection Sort) . . . oaa.. ৮১ 
85:6 বাবল সর্ট (80106154076 37m ভাতক zv d ৮১ 
8.5.8 WRÉsP(MergeSort)......... lllo ৯১ 
৪.১.৫ কাউন্টিং সর্ট (Counting SOF . . ETER SP SN TS ৯৩ 
রা ।  8এৰভও০ sR , , . , ১, * ১, ৯ ১২:৯০:৯২ ৯৯৭ ৯৪ 
EL Ean Search :.:................ ৯৭ 
8.৩ টারনারি সার্চ(া টিনার)... ...,.........., IS ৯৯ 
Po (Backtracking) . . . .... ২... n RI ১০০ 
$55 সবরকম বিন্যাস বের করা (Permutation Generate) . ...- ১০১ 
8.8.8. সবরকম সমাবেশ বের করা (Combination Generation) . . * 29? 
ৰ Ap. dion তারা, 7১ ১০:০৮. eee ৰ 
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৫ ডেটাস্ট্রাকচার ১১১ 
৫.১ লিভ লিস্ট (Linked LSU nn ১৯ e, , 583. , , ১১২ 
৫.২ স্ট্যাক (Stach). , ১:১০ Oo কারার GRP ZS ১১৭ 

৫.২.১ 0 — 1 ম্যাট্রিক্সে সব | ওয়ালা সবচেয়ে বড় আয়তক্ষেত্ৰ, , . . , ., ১১৯ 

৫৩ কিউ (2৬৪৪), , , 85, 7 তোম ভীমোললীয, রা . ১২০ 
৫.৪ গ্রাফ (7৫০) এর উপস্থাপন , 1৮৮3 2 চালা FIER, 3; ১২২ 
ec ভরি) , . . intr Yr FIERA, ১২৩ 
৫.৬ বাইনারি সার্চ ট্রি (Binary Search Tree-BST) . ,. , /, , , ,/ ,,, ., ১২৫ 
৫.৭ হীপ (Heap) বা প্রায়োরিটি কিউ (Priority Queue) .. ,. ,. ,. , , , , ,, ১২৬ 
৫.৮ ডিসজয়েন্ট সেট ইউনিয়ন (Disjoint set Union) .. , , ,/ , , ,, , ., ১২৯ 
€» Square Root segmentation.: iii. RV, =< ১৩০ 
৫.১০ স্ট্যাটিক (Static) ডেটাতে কুয়েরি . . . , eee. ১৩২ 
৫.১১ সেগমেন্ট ট্রি (Segment Tree) , , , , ১ ১ ১ ১৬৬ ৬৬০০) ১৩৩ 
৫,১১১, NAC  তৈরীকরা ', _ _; 7 |" I ১৩৪ 
৫.১১:২ 'সেগমেন্ট টব আপডেট করা TTE যারা x ১৩৫ 
৫.১১:৩ সেগমেন্ট cesa করা T" x ১৩৬ 
€.53.8 Lazy without Propagation রা চাস TTC ১৩৮ 
৫.১১:৫ Lazy With Propagation [মম Am ১৩৯ 
৫-১১:৬ একটি উদাহরণ o cu FE RE উরুর .. ১৪২ 

৫.১২ বাইনারি ইনডেক্সড ট্রি (Binary Indexed Tree)... , , , , ১৪৩ 
ESO ঘ্োলামিং সমস] -ie nieh o niee aat a O রা. ১৪৪ 
"UP PPP en TR nono Desc RO us ০ কলা ১৪৪ 

৬ গ্রীডি টেকনিক (Greedy Technique) ১৪৫ 
1০781161255: RETIA. . Lad... ১৪৫ 

4a (Minimum Spanning Tree) , , ১ ১ ১১:১০:০০, ১৪৭ 

| Iq আলগরিদম (Prim's Algorithm) .......... ১৪৮ 

৬.২.২ m এর আযালগৱিদম (Kruskal's Algorithm) ,; , , ১৫২ 

৬.৩ ওয়াশিং মেশিন চা রায় উর, mee Wl... ১৫৪ 
৬.৪ বান কোডিং Huffman Coding) ৪) জা. মানে. , , ১৫৫ 
৬.৫ আোঞাণি পৌর. -....+ BONA... ১৫৮ 
৬.৫.১  অনুশা নী য়া 55 ১:১২: Fuse ১৫৮ 

৭.১ আবারও: ae Leni ১৫৯ 
^A কয়েল চে ০. Hares teers « - «3৬২ 
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AAS তীর iius irae rtt o» M A 
Qa ^ Valant2 ii e ioo ov HH a এ ^. 
(ইউ VEE 7 007 ai oo 109 PURI, » 
TB... LIONS ৮ PF IOV ra sled, » 
৯886 V ET n nor 0) ON, 38 ১৬ 
ট্রাভেলিং সেলসম্যান সমস্যা (Travelling Salesman Problem) , ,, m 


দীর্ঘতম ক্রমবর্ধমান সাবসিকোয়েন্স (Longest Increasing Subsequencejyy 
দীর্ঘতম সাধারণ সাবসিকোয়েন্স (Longest Common Subsequence) . y^; 


মাট্রিক্স চেইন মাল্টিগ্লিকেশন (Matrix Chain Multiplication) . ১৭ 
অপটিমাল বাইনারি সার্চ ট্রি (Optimal Binary Search Tree) . , , , ,. ১% 
uem IE .......,.,., = GMI AE haa সাজত, ui ১% 
৭.৮.১ অনুশীলনী obsess co WAE ৪2224 EID X ধৰ ১৭% 
১৭৭ 

ব্রেডথ ফাস্ট সার্চ (Breadth First Search - BFS) LLL ১৭৫ 
ডেপথ ফাস্ট সার্চ (Depth First Search- DFS) . , ,.,, ১৭১ 
DES 6FS ET কিছু স্য়স/০105 MEE rn এ ১৮২ 
৮.৩.১ কম্পোনেন্ট (Component) বের করা . . . ,,, LLL. ১৮৫ 
Eas দুটি মোড়ের দর... আনা ৮০৯৬১ ১৮৩ 
^q adu Matas পাক ৯: ১৮৫ 
4০1 ইজি এ যাপিত ১৮৬ 
ভু ৩8১১০৮৮55৩5 Nom ১৮৭ 

৮.৩.৬ 0৩ 1 মূল্য (০5৮ এর গ্রাফ .d 

us odi cuc X LP ১৮৭ 
7 সোর্স শর্টেস্ট পাথ (Single Source Shortest Path)... ১৮৭ 
'8'১ ডায়াকস্ট্রা'র আ্যালগরিদম (Dijkstra's Algorithm) ...... ১৮৮ 


চব বেলম্যান ফোর্ড আ্যালগরিদম (Bellman Ford Algorithm) . . . ১৯২ 

পেয়ার শটেস্ট পাথ (All pair shortest path) বা ফ্লুয়েড ওয়ার্শাল 
আযালগরিদম (Floyd Warshall চাটা. . cc... ১৯৪ 
/ বিলম্যান ফোর্ড, ফ্লুয়েড ওয়ার্শাল আযালগরিদম কেন সঠিক? ^ ১১৫ 


T ভার্টেক্স (Articul আর্টিকুলেশন 
(Articulation edge), . b T সস +s - 


! পাথ (Euler path) এবং অয়লার সাইকেল (euler cycle) . . . . ১৯৮ 


্্রংলিকা? (Topological 0 
খল কানেষ্টেড কম্পোনেন্ট CCM ২০ 
আন, ৩ নেশ্য (Strongly Connected _00২০১ 
2 satisfiability BEND eos = “এ ^ 


নো ড কম্পোনেন্ট (Biconnected component) 208 
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৮.১৩ G (Flow) সম্পর্কিত আলগরিদম ,. , , , , , ৮; 77 97, AMAL. ২০৬ 
৮.১৩.১ ম্যাক্সিমাম as (Maximum Flow). , , , , , , , ,,,,,,, ২০৭ 
৮.১৩.২ মিনিমাম কাট (Minimum cut) , ,,,,, ,,, , ,,,,,, ২১১ 


৮.১৩.৩ মিনিমাম কস্ট ম্যাক্সিমাম ফ্লো (Minimum cost maximum Flow)২১২ 
৮.১৩.৪ ম্যাক্সিমাম বাইপারটাইট ম্যাচিং (Maximum  Bipartite 


Matening) 49 sce RR । 77277 ২১৩ 

৮.১৩.৫ ভাটেক্স কাভার (Vertex cover) ও ইনডিপেন্ডেন্ট সেট 
(independent sel) <, 251 তে নীতি, বু ২১৫ 

৮.১৩.৬ ওয়েইটেড ম্যাক্সিমাম বাইপারটাইট ম্যাচিং (Weighted 
maximum bipartite matching) ............. 354 
৮ GUN NA ....+ ৯... ৬ ৭.৮ ২১৭ 
০০) ত তক. এএনএভএডত৬৬5 aaa অ ক' = ২১৭ 
কিছু আ্যাডহক পদ্ধতি (Adhoc Technique) ২১৯ 
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অধ্যায় ১ 
প্রোগ্রামিং প্রতিযোগিতায় হাতেখড়ি 


১.১ শুরুর কথা 


প্রতিযোগিতা মানেই আনন্দ। আমরা ফুটবল দেখি, ক্রিকেট দেখি, টেনিস দেখি এরকম হরেক 

রকমের খেলা আমরা ঘণ্টার পর ঘণ্টা দেখি। রাত জেগে ঘুম হারাম করে দেখলেও কিন্তু আমরা 

ক্লান্ত হই না, বরং খেলা শেষে আমরা হই হই করে আনন্দে মেতে উঠি বা কষ্টে কারও সঙ্গে কথা 

না বলে বিপক্ষ দলকে শাপশাপান্ত করতে থাকি। প্রোগ্রামিং সমস্যা সমাধানেও ঠিক একই রকম 

মজা। তুমি খেতে বসে দেখবে দ্রুত খাচ্ছ কারণ তুমি হাত ধুতে গিয়ে একটা সমস্যার সমাধান পেয়ে 

গেছ! অথবা দেখবে ক্লাসে তোমার টিচারের পড়ানোর দিকে মন নেই, তুমি দিব্যি তোমার পাশের 

বন্ধুর সঙ্গে আগের রাতের কনটেস্টের প্রবলেম নিয়ে আলোচনা করছ। অথবা এও হতে পারে যে 

গভীর রাতে তুমি কম্পিউটারে আছো, আর তোমার মা বকা দিতে দিতে এসে বলবে - "সারারাত 

গেম খেলা হচ্ছে না?" কিন্তু তোমার স্ক্রিনের দিকে তাকিয়ে অবাক হয়ে বলবে- "এসব কী করিস?" 

আর তুমি হেসে বলবে- "কোডিং করছি, তুমি বুঝবে না, যাও ঘুমাও" । আসলে এই মজা যে পেয়েছে 

সেই শুধু বুঝবে আমি কী বলছি! হয়তো এখন তুমি আমার কথা বিশ্বাস করবে না, কিন্তু এক সময় 

তুমি বুঝবে আমি কী বোঝাতে চাচ্ছি। তোমরা যেন সবাই সেই আনন্দটা পাও এই আশা নিয়েই শুরু 
হোক আমাদের প্রোগ্রামিং প্রতিযোগিতায় হাতেখড়ি। 


e a 


ul প্ৰ ৰণ 


কোৰ! | 

তায় বুঝি কোনো একটি প্রোগ্রামিং ল্যাঙ্গুয়েজ 
জনে রাখ তোমার এই ধারণা সম্পূর্ণ ভুল। 
শখেছি যোগ, বিয়োগ, গুণ, ভাগ করা। কিন্তু 
ই 1, 2, 3, 4 এর মতো । আমরা গণিতে সংখ্যাগুলোকে 
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যেমন এসব অঙ্ক দিয়ে প্রকাশ করে থাকি ঠিক তেমনি আমাদের প্রোগ্রামিং প্রতিযোগিতার সমস 
সমাধানগুলো প্রোগ্রামিং ল্যাঙ্গুয়েজ দিয়ে প্রকাশ করে থাকি। এই ল্যাগুয়েজ আমাদের সম] 
প্রকাশের একটি মাধ্যম মাত্র। এটি এমন একটি মাধ্যম যা আমাদের কম্পিউটার বুঝে থাকে। তোম 
মনে করো না যে কম্পিউটার নিজে নিজেই সব করে থাকে। আমি একটা সংখ্যা দিলে সে এম 
এমনিই বলে দেবে না যে সংখ্যাটা জোড় না বিজোড়। তোমাকে বলে দিতে হবে সে কীভাবে 
যে সংখ্যাটা জোড় না বিজোড়। সে যা পারে তা হচ্ছে অনেক দ্রুত হিসাব করা আর অনেক বড় 
জিনিস মেমোরিতে মনে রাখা। তুমি তাকে বলে দিবে কীভাবে হিসাব করতে হবে, কখন কোণায় 
কী মনে রাখতে হবে। ব্যাস! সে চোখের পলকে তোমাকে সেই হিসাব করে দেবে। কোনো ভুল 
করবে না। কিন্তু তুমি যদি ওকে বলতে ভুল কর তাহলে কিন্তু সেটা তোমার দোষ, ওর না। প্রো 
প্রতিযোগিতা হলো তুমি ঠিক মতো তোমার কম্পিউটারকে সমাধানের উপায় বলে দিতে পার্ক 
না তার প্রতিযোগিতা । বিভিন্ন ধরনের প্রোগ্রামিং প্রতিযোগিতা আছে। কে কত ছোট প্রোগ্রাম fos 
সমস্যা সমাধান করতে পারে, কে কত সুন্দর করে লজিক দাঁড় করাতে পারে, কে কত efficient 
সমাধান করতে পারে ইত্যাদি। আমরা এই বইয়ে যে প্রতিযোগিতা নিয়ে কথা বলব তা আমাদের 
কাছে ACM প্রোগ্রামিং প্রতিযোগিতা নামে পরিচিত। এখানে দেখা হয় তোমার সমাধান কত দ্ৰুত 
একটা সমস্যার সমাধান করতে পারে, কত কম মেমরি নেয় বা এমনও হতে পারে যে তোমার হাতে 
মেমোরি অনেক কম আছে কিন্তু সময় অনেক বেশি, সুতরাং সেক্ষেত্রে তোমাকে হয়তো মেমোরি কম, 
কিন্তু সময় বেশি ব্যবহার করতে হবে এরকম সমাধান বের করতে হবে। অর্থাৎ তুমি কত দক্ষতার 
সঙ্গে তোমাকে দেওয়া সীমাবদ্ধতার মধ্যে সমস্যার সমাধান করতে পারছ সেটাই দেখা হয় প্রোগ্রামিং 
প্রতিযোগিতায়। 


বিশ্বে দুইটি বেশ বড় সড় প্রোগ্রামিং প্রতিযোগিতা আছে। একটি হলো ACM ICPC World 
finals আর আরেকটি হল International Olympiad for Informatics বা সংক্ষেপে 101. 
ACM প্রোগ্রামিং এ বিশ্ববিদ্যালয় পর্যায়ের ছেলেমেয়েরা অংশগ্রহণ করে থাকে। বিভিন্ন রকমের 
টপিক থেকে প্রবলেম আসে: সংখ্যাতত্ত্ব (Number Theory), ক্যালকুলাস (Calculus), গ্রাফ 
থিওরী (Graph Theory), গেইম থিওরী (Game Theory), ডায়নামিক প্রোগ্রামিং (Dynamic 
Programming), সম্ভাব্যতা (Probability) ইত্যাদি। এখানে আসলে টপিকের সীমাবদ্ধতা 
নেই। এটি দলগত প্রতিযোগিতা । বিশ্বের প্রায় 100 টি দল বা বিশ্ববিদ্যালয় প্রতি বছর ACM 
ICPC World Finals এ অংশ গ্রহণ করে থাকে। এইসব দল নির্বাচন হয় ICPC এর মাধ্যমে যা 
প্রতি বছ T রাভনন স্থানে হয়ে থাকে | যেমন প্রতি বছর ঢাকাতে ICPC হয়ে থাকে এবং এতে 
World finals এ যায়। অপর দিকে ইনফরমেটিঝ্স অলিম্পিয়াড 
রা অংশ নিয়ে থাকে। এটিতে একটি নির্দিষ্ট সিলেবাস থেকে 
alculus C | এর মানে এই না যে প্রবলেমগুলি সহজ হয় 
| অনেক বেশি algorithmic হয়ে থাকে। এটি individuel 


WWW.DO তত 


www.pdfjagat.com 


১.৩ কেন করব? 


১ অনেকে মনে করতে পারে যে প্রোগ্রামিং প্রতিযোগিতায় যারা ভালো করেছে তারা Google, 
Facebook, Microsoft এর মতো বড় বড় কোম্পানিতে চাকরি করে, অনেক অনেক টাকা 
কামায়। কিন্তু সত্যি কথা বলতে কি দিনের শেষে টাকাই সব কথা নয়। তোমার মনের সুখ কিন্তু 
অনেক বড় জিনিস। কি বেশি আধ্যাত্মিক কথা হয়ে গেল? যাই হোক, তুমি আনন্দ নিয়ে প্রোগ্রামিং 
করবে। তাহলেই দেখবে তুমি ভালো করছ, তখন Google, Facebook, Microsoft এর মতো 
কোম্পানি এমনিই তোমাকে নিয়ে যাবে। বা ওই সব কোম্পানি কেন? হয়তো তুমি নিজেই একটা 
Google প্রতিষ্ঠা করে ফেলবে একদিন। অথবা তুমি হয়তো এমন একটা প্রোগ্রামিং ল্যাঙ্গুয়েজ 
বানিয়ে ফেলবে যেটা সারা বিশ্বের মানুষ ব্যবহার করবে। এর মধ্যে অন্যরকম মজা আছে। এই 
অপার্থিব আনন্দ যারা পেতে চাও তাদের জন্য এই প্রোগ্রামিং প্রতিযোগিতা। 


১.৪ কীভাবে শুরু করব? 


এটা হলো ইন্টারনেট এর যুগ। হয়তো অদূর ভবিষ্যতে ইন্টারনেট বলে কিছুই থাকবে না, এর 
থেকেও আধুনিক জিনিস চলে আসবে। এই যুগে নেই বলে কথা নেই। তোমার সামনে ইন্টারনেট 
আছে তুমি শেখো! শেখার উৎসের কিন্তু শেষ নেই। তুমি চাইলে youtube এ সার্চ করে সেখানে 
ভিডিও লেকচার দেখতে পার। বা অন্য দেশের বই translator দিয়ে অনুবাদ করে পড়তে পার। 
বা তোমার থেকে যারা ভালো পারে তাদের কাছ থেকেও শিখতে পার। মোট কথা তোমার শেখার 
ইচ্ছা থাকলে তোমাকে কেউ দমাতে পারবে না। অনেকে বলে থাকে তারা নাকি অন্য কোডার এর 
কাছ থেকে সাহায্য পায় না। এটা ঠিক না, আমার মনে হয় আমাদের দেশে অনেকেই শেখাতে বেশ 
আগ্রহী। অনেক ফেসবুক গ্রুপ আছে যেখানে গোটা বাংলাদেশের অনেক প্রোগ্রামার আছে। সেসব 
গ্রুপে পোস্ট দিলেই দেখা যায় অনেকে সাহায্যের জন্য এগিয়ে আসে । এখন তাই বলে তুমি যদি 
লারা যেটা হয়তো তোমার বিশ্ববিদ্যালয়ের আরও 10 জন পারে, কত তুনি 
বান লে কি Petr কে মেইল করে বসলে যে আমার কোড ডিবাগ (Debug) করে দাও বা এই 

যার আইডিয়া পাচ্ছি আমাকে শেখায়ে দা , তাহলে কি ঠিক হল? 
| EE ধা ঘোগিভায়। এসব 


m J সবচেয়ে এগিয়ে থাকার, এর পরে চেষ্টা 
i T 
paa এবং বলা বাহুল্য এতে বেশ কিছু অপ্রিয় 


chev পড়ে নিও! 
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কয় দেশের সবার মধ্যে এগিয়ে থাকা4//08791899৭1- পিঠা । এক সময় বিশ্বে সবার মধ্য 
থাকতে পার কিনা দেখ। তুমি যদি না পার তাহলে কিন্তু হতাশ হওয়ার কিছু নেই। এই যে তোমার 
এগিয়ে যাওয়ার চেষ্টা, এটাই তোমাকে প্রতিযোগিতা না করা অন্য 100 জনের চেয়ে এগিয়ে 
তুমি নিজেই বুঝবে না তুমি অন্যদের তুলনায় কত দক্ষ হয়ে গিয়েছ! হয়তো তুমি প্রথম 10 জনে 
একজন না, কিন্তু আগে হয়তো তুমি 1000 জনের মধ্যে faceret, এখন 100 জনের মধ্যে এনে 
এটা কিন্তু সামান্য অর্জন না! 

নিচে তোমাদের সুবিধার জন্য প্রোগ্রামিং সম্পর্কিত কিছু ওয়েবসাইটের লিংক এবং এদের 
সংক্ষিপ্ত বিবরণি দেওয়া হলো: 


: uva.onlinejudge.org প্রোগ্রামিং প্রতিযোগিতার জন্য সবচেয়ে জনপ্রিয় ওয়েবসাইট 
এখানে প্রায়ই ৫ ঘণ্টার প্রতিযোগিতা হয়ে থাকে বিশেষ করে অক্টোবর থেকে ডিসেম্বর এ 
সময়ে। এছাড়াও এখানে আছে 8000 এরও বেশি প্র্যাকটিস প্রবলেম। 


5 icpcarchive.ecs.baylor.edu এটা uva ওয়েবসাইটের ভাই। এখানে 1988 সাল 
থেকে শুরু করে আজ পর্যন্ত হয়ে আসা বহু ICPC Regional Programming Contest 
এবং ACM ICPC World Finals এর প্রবলেমসমূহ আছে। 


s acm.sgu.ru রাশিয়ান প্রোগ্রামিং সাইট | এখানে তুলনামূলকভাবে অনেক কম প্রবলেম 
আছে, কিন্তু একেকটা সমস্যা সমাধান করতে মাথার ঘাম পায়ে পড়ে! যদি কেউ এখানের 
সবগুলো সমস্যা সমাধান করে তাহলে আমার মনে হয় না সে কোথাও সহজে আটকাবে। 


5 acm.timus.ru আরও একটি রাশিয়ান সাইট। এখানে প্রবলেমগ্ডলো বেশ কিছু 
ক্যাটাগরিতে ভাগ করা আছে। তোমরা যারা নতুন নতুন প্রোগ্রামিং শুরু করেছ তারা এই 
সাইটের Beginners Problem সেকশনের 20টি সমস্যা সমাধান করে দেখতে পার! 
এগুলো সমাধান করতে কোনো আালগরিদম বা ডেটা স্ট্রাকচারের দরকার হয় না, শুধু 
প্রোগ্রামিং ল্যাঙ্গুয়েজ জানলেই চলে | এখানের সমস্যাগুলোও বেশ কঠিন হয়, হাজার হোক 
রাশিয়ান প্রবলেম বলে কথা! একবার আমাদের দেশের এক world finalist এর সন্ধে 
কথা হচ্ছিল, সে গর্ব করে বলছিল যে সে একবার timus এর কোন এক প্রতিযোগিতার 
সমস্যা সমাধান করেছিল। আমি বললাম- হ্যাঁ timus এর প্রতিযোগিতার সমস্যাগুলো বেশ 
কঠিন হয়, কনটেস্ট সময়ে একটা করতেই খবর খারাপ হয়। তখন সে বলে যে সে আসনে 
কনটেস্ট এর তিন চারদিন পর সমাধান করেছিল। মানে এই সমস্যাগুলি এতোই কঠিন 
সেট [আসরে তিন চা 1 দিন পর সমাধান করতে পারলেও বেশ বড় ব্যাপার বলা যায়! তার 
মানে কি তুমি কঠিন বলে এসব সাইট এর সমস্যা সমাধান করবে না? এসব সাইটে 
1096 তে champion হয়ে world finals এ যাবে কিন্তু এরপর দেখৰ 
জ, পোলিস বা রাশিয়ানদের সাথে পেরে উঠছ না। 
Eom কটি 10 
hef.com এখানে প্রতিমাসে তিন ধরনের প্রতিযোগিতা হয়। 477 
iE: টি 5 ঘণ Id ACM স্টাইল আরেকটি 4 ঘণ্টার ।0 স্টাইল 
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প্রতিযোগিতাগুলোতে যারা ভালো ধল RIP SERI পুরস্কার পেয়ে থাকে। প্রতিযোগিতা 
শেষে তারা editorials দিয়ে ATE | 


u WWwW.codeforces.com প্রতি সপ্তাহে প্রায় 2টি করে প্রতিযোগিতা হয়ে থাকে এখানে। 
দুই division এ হয়ে থাকে সেই প্রতিযোগিতা । Division 2 তে আছে যারা beginner 
তারা, আর Division 1 এ আছে যারা advanced তারা। এখানে প্রতি প্রতিযোগিতা শেষে 
তোমার রেটিং আপডেট হবে। সুতরাং তুমি দেশের বা বিশ্বের আর সবার সঙ্গে নিজেকে তুলনা 
করতে পারবে! তোমার রেটিং অনুযায়ী তোমাকে রংও দেওয়া হয়। লাল রং বা Red coder 
মানে হলো এরা খুবই ভাল! এর মানে এই না যে orange বা purple যারা, তারা ফালতু! 

রং orange বা purple হয়েও অনেকে পদক জিতেছে। 


 Www.topcoder.com/tc codeforces এর মতোই এখানেও রেটিং ব্যবস্থা আছে। 
এখানে প্রতি মাসে প্রায় 3 থেকে 4 টি প্রতিযোগিতা হয়ে থাকে । বলা হয়ে থাকে ডায়নামিক 
প্রোগ্রামিং শেখার জন্য এই সাইটের আগের প্রবলেমগুলো খুবই ভালো। 


© acm.hust.edu.cn/vjudge এটি মূলত প্র্যাকটিস কনটেস্ট আয়োজন করতে ব্যবহার 
হয়ে থাকে। এর মাধ্যমে তুমি অন্যান্য ওয়েবসাইট এর প্রবলেমগুলি নিয়ে কনটেস্ট আয়োজন 
করতে পার। 


:: www.lightoj.com এটি বাংলাদেশের প্রথম অনলাইন জাজ (practice ওয়েবসাইটকে 
আমরা অনলাইন জাজ বা সংক্ষেপে OJ বলে থাকি)। এটা বানিয়েছেন জানে আলম জান। 
উনি ঢাকা বিশ্ববিদ্যালয় থেকে 2009 সালে ACM ICPC World Finals এ অংশগ্রহণ 
করেছেন। 


t WWwW.z-trening.com এটি ইনফরমেটিক্স অলিম্পিয়াড এর প্রস্তুতি নেওয়ার জন্য খুবই 
ভালো ওয়েবসাইট 1 তবে সাম্প্রতিক সময়ে প্রায়শই down থাকে। 


z শি sk সমগ্র "EcL IPSC e iiti একটি প্রতিযোগিতা । বছরে একবার 
—- কে এবং [ই এই কনটেস্ট করার জন্য মুখিয়ে থাকে। এখানে 
en T থাকে। এনক্রিপশন (Encryption), মিউজিক 

ইম (Game) আরও নানা ধরনের প্রোগ্রামিং সমস্যা 
টগুলোতে দেখা যায় না বললেই চলে। 


টি পোলিস ওয়েবসাইট । এখানের সমস্যাগুলোও বেশ ভালো। 
অলিম্পিয়াড এর প্রবলেমগ্ডলো এখানে পাওয়া যায়। এছাড়াও 
| ঠিন কঠিন ন এবং শিক্ষণীয় প্রবলেম থাকে। কিন্তু অনেক 
মাই ৰ ট কঠিন কাজ। তোমরা চাইলে ভালো কোনো 
রে তার সমাধান করা সব সমস্যা সমাধান করতে পার। 


ə 
FEES 


© 806.06105.০017/01590-0988/বণিিগঞন্তষ্ান্ট্রের ইনফরমেটিক্স অলিম্পিয়াড 

প্রশিক্ষণ দেওয়ার জন্য মূলত এই ওয়েবসাইট 1 সেপ্টেম্বর থেকে এপ্রিল মাস পর্যন্ত দন 
সাধারণত একটি করে কনটেস্ট হয়ে থাকে IO! এর প্রস্তুতিস্বরূপ। এখানকার তা 
প্রবলেমগ্ুলো+ ক্যাটাগরি অনুযায়ী করা আছে এবং তুমি কোনো সমস্যা সমাধান কী 
পর্যালোচনা বা আ্যানালাইসিস পাবে। A 


টে কিছু চাইনিজ অনলাইন জাজ: বেশ কিছু চাইনিজ 0) আছে। ৭০17.010.8৫॥ 
acm.zju.edu.cn, acm.tju.edu.cn এই তিনটি প্রধান বলতে পার। pku সাইটে পা 
মাসিক কনটেস্ট হতো এবং তার ত্যানালাইসিস পাবলিশ করা হতো। এখনো Pku es 
zju সাইটে কনটেস্ট হয়ে থাকে। tju ওয়েবসাইটেও অনেক প্রবলেম আছে, তবে মূলঃ 
এখানে প্র্যাকটিস কনটেস্ট আয়োজন করা হয়ে থাকে। এসব সাইটে আসলে সহজ কঠিনসা 
ধরনের সমস্যা আছে। তবে আমার মনে হয়েছে চাইনিজ কঠিন সমস্যাগুলো রাশিয়ান কঠ 
সমস্যাগুলোর থেকেও কঠিন হয়! একবার এক চাইনিজ প্রবলেমসেটার ঘোষণা দিয়েছিল 
যে, যদি কেউ তার অমুক সমস্যা পরবর্তী এক বছরে সমাধান করে তাহলে তাকে CT পুরন 
দেবে। আমি ঠিক জানি না কেউ সমাধান করেছিল কিনা। এছাড়াও Rujia Liu এর কিছু 
সমস্যা তুমি uva তে খুঁজে পাবে (তার নাম দিয়ে আলাদা সেকশনই আছে uva তে), যার 
প্রতিটি সমস্যাই খুবই শিক্ষণীয়। Rujia Liu একসময় চীনের IOI দলকে প্রশিক্ষণ দিতেন 
নিজেও ACM World finals এ মেডেল জিতেছিলেন। 


c uva সাইটের কিছু হেল্পিং টুল: uhunt.Felix-halim.net ও uvatoolkit.com হলো 
টেল এখানে তুমি নির্দিষ্ট ক্যাটাগরির প্রবলেমের তালিকা পাবে, তোমার ইউজার 


পাবে। ARTANO দুজনের ইউজার আইডি দিলে তাদের মধ্যে সমাধান করা প্রবলেম এর 
নিপাত... pero উল্লেখ্য যে, দুই ভাই Felix Halim এবং Steven 
মত বেশ নামি নাম। তারা একটি বই লিখেছেন যাতে ব্যাহত 

৷ ওয়েবসাইট টিতে পাওয়া যাবে। 


আন গান ভাষায় লেখা একটি ওয়েবসাইট । এখানে তুমি বিভিন্ন 
এত eI Google Translator কিংবা Bing Translator 
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© infoarena.ro এটি enmana pegatan ওয়েবসাইট | এখানেও বেশ কিছু 
ভালো আর্টিকেল আছে। 


c WWW.hsin.hr/coci/ এটি ক্রোয়েশিয়ান ইনফরমেটিক্স অলিম্পিয়াড এর ওয়েবসাইট। 
এখানে বেশ কিছু প্র্যাকটিস কনটেস্ট হয়ে থাকে। 


এখন কিছু বইয়ের নাম বলা যাক। 


: Introduction to Algorithms লেখক Thomas Cormen, Charles Leserson, 
Ronald Rivest এবং Clifford Stein 


o Programming Challenges লেখক Steven S Skiena এবং Miguel A Revilla 
5 The Algorithm Design Manual লেখক Steven S Skiena 
= Algorithm Design লেখক Jon Kleinberg এবং Eva Tardos 


© Computational Geometry Algorithms and Applications লেখক Mark de 
Berg, Otfried Cheong, Marc van Kreveld এবং Mark Overmars 


: Computational Geometry in C লেখক Joseph O'Rourke 
© Art of Programming Contest লেখক Ahmed Shamsul Arefin 


© Data Structures and Algorithms in C++ লেখক Michael Goodrich, David 
Mount এবং Roberto Tamassia 


c Competitive Programming লেখক Felix Halim এবং Steven Halim 


o কম্পিউটার প্রোগ্রামিং লেখক তামিম শাহরিয়ার সুবিন 


© Petr এর ব্লগ petr-mitrichev.blogspot.com 


: Bruce Merry এর ব্লগ http:;//blog.brucemerry.org.za 
ww.shafaetsplanet.com/planetcoding/ 
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অনেক কিছুই তো পেলে, কিন্তু এরা RR দরকার নেই। তোমার যেটা ভালো 
তা থেকে শুরু করবে। যেই 04 PENO E 
পড়তে ভালো লাগবে সেই বই পড়বে। কিন্তু প্ৰধান কাজ হলো করতে হবে। তুমি যদি নিজে না দেখে | 
অন্যদের জিজ্ঞাসা করে বেড়াও যে কী করব কী পড়ব, তাহলে কিন্তু হবে না। যত বেশি প্র্যাকটিস 
করবে তত ভালো করতে পারবে । আগেই বলেছি এটা ইন্টারনেট এর যুগ, তুমি ইন্টারনেটে খোঁজ 
করলেই এসব বইয়ের preview দেখতে পাবে। সেখানে থেকেও তুমি বুঝতে পারবে কোন বইটি 
তোমার ভাল লাগছে। 


১.৫ কী কী জানতে হবে? 


শুরু করার জন্য তোমাকে শুধু একটি প্রোগ্রামিং ল্যাঙ্গুয়েজ জানলেই চলবে। ACM 
প্রতিযোগিতাগুলোতে C, C++, Java এই তিনটি ভাষা ব্যবহার হয়ে থাকে। অন্যদিকে 
ইনফরমেটিক্স অলিম্পিয়াড গুলোতে C, C++ এবং Pascal ব্যবহার হয়। আমরা বাংলাদেশের 
প্রোগ্রামিং প্রতিযোগিতাগুলোতে দেখে আসছি যে বেশির ভাগ মানুষই C বা (++ ব্যবহার করে 
থাকে। এখানে বলে রাখা ভালো যে, অনেকে মনে করে C আর C++ একদম আলাদা। আসলে 
তা না। তুমি C তে যা যা লিখবে তা (++ এও চলবে। উপরন্তু (++ এ কিছু বাড়তি সুবিধা আছে 
যা আমরা আমাদের সুবিধার জন্য ব্যবহার করে থাকি। তবে এটা সত্য যে আমরা (++ বলতে 
আসলে যেই অবজেক্ট অরিয়েন্টেড প্রোগ্রামিং (Object Oriented Programming) বুঝে থাকি 
তার ছিটে ফোটাও প্রোগ্রামিং প্রতিযোগিতায় ব্যবহার করি না বললেই চলে। সুতরাং তোমরা যদি C 
শেখো তাহলেই প্রোগ্রামিং প্রতিযোগিতা শুরু করে দিতে পারবে 1 তোমাকে পুরো C শিখে এর পরে 
শুরু করতে হবে তাও কিন্তু না। তোমাদের সুবিধার জন্য ২ নং অধ্যায়ে ধাপে ধাপে C এর কিছু কিছু 
জিনিস নিয়ে আলোচনা করা হয়েছে। তবে এই বই কিন্তু তোমাদের C শেখানোর জন্য না। তোমরা 
যেন C বালাই করে নিতে পার এজন্য ২ নং অধ্যায়ে খুব অল্প কথায় C এর কিছু মূল জিনিস তুলে 
ধরা হয়েছে। মজার জিনিস হচ্ছে প্রায় সব ল্যাঙ্গুয়েজেরই মূল জিনিস প্রায় একই রকম। if-else 
থাকবে, লুপ থাকবে, ফাংশন, আযারে সবই থাকবে, শুধু লিখবে একটু অন্যভাবে ৷ এজন্য তুমি যদি 
একটি ল্যাঙ্গুয়েজ জানো তাহলে অন্য ল্যাঙ্গুয়েজের কোডও বুঝতে পারবে মাঝে মধ্যে কিছু জিনিস 


Re! 
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অধ্যায় ২ 
C «tema 


২.১ একটি ছোট প্রোগ্রাম এবং ইনপুট আউটপুট 


| আমরা শুরু করব খুবই সহজ একটি প্রোগ্রাম দিয়ে (কোড 3.5) 1 এই প্রোগ্রামটা তোমরা run 
করলে দেখবে যথারীতি 6 আর 2 এর যোগফল ৪ দেখাবে। নিশ্চয়ই বুঝতে পারছ আমরা যোগ 
চিহ্নের জায়গায় বিয়োগ, গুণ বা ভাগ চিহ্ন ব্যবহার করলে যথাক্রমে 4, 12 এবং 3 দেখাবে। 


কোড ২.১: simple code.cpp 


কটা যোগ করতেই এত বড় কোড লিখতে হয়? আসলে 
য় কীভাবে অনেক বড় বড় কাজ করে ফেলা যায়। 


ৱি জন্য এরকম ফাঁকা লাইন বা স্পেস (space) বা 


ট্যাব (tab) দিয়ে থাকি। এতে করে পরবর্তীতে কোড বুঝতে সুবিধা হয়। 
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Line 3 এখান থেকে মেইন ফাংশন (main Function) শুরু হয়েছে। যখন তোমার কোড য় 
(run) করবে তখন এই ফাংশন থেকেই কাজ শুরু হয়। আর এই ফাংশন একটি ইস্ট 
(integer) ডেটা রিটার্ন (return) করে। 


Line 5 এখানে দুটি সংখ্যার যোগফল প্রিন্ট করা হচ্ছে। তুমি যদি একই সঙ্গে যোগফল এ 
বিয়োগফল প্রিন্ট করতে চাও তাহলে printF("96d 96d n", 6+ 2,6 - 2) এভাবে লিখতে 
পার। বুঝতেই পারছ যে যখন কোনো একটি সংখ্যা প্রিন্ট করতে চাও তখন তোমাকে % 
ব্যবহার করতে হবে। এখন তুমি নিজে একটা কাজ কর তা হলো এই লাইনকে 
করে লেখ printf(" summation is %d, Difference is %d\n", 6 + 2, 6-2, 
কী প্রিন্ট হয় দেখতো। আশা করি বুঝতে পারছ কীভাবে তোমার পছন্দ মতো কথাবার্তা এব 
সেই সাথে তোমার হিসাবনিকাশের ফলাফল তুমি প্রিন্ট করতে পারবে। আরেকটি কথা, এই 
0111 ফাংশনটি আউটপুটের কাজ করছে। আর এটি ব্যবহারের জন্যই আমরা প্রথম লাইনে 
stdio.h হেডার ফাইলটি ইনক্লুড করেছি। আমাদের আরও অনেক হেডার ফাইল আছে, 
আমরা ধীরে ধীরে সেসব সম্পর্কে জানব। 


Line 6 মেইন ফাংশনটি 0 সংখ্যা রিটার্ন করবে। আমরা সবসময় 0 রিটার্ন করব। অন্য কিছু রিটার্ন 
করলে অপারেটিং সিস্টেম (operating system) মনে করে যে তোমার প্রোগ্রামটি ঠিক 
মত শেষ হয় নাই। 


এখন এই প্রোগ্রাম (কোড ২.১) এর সমস্যা হলো, তুমি যেই যেই সংখ্যা যোগ করতে চাও 

তোমাকে সেই দুটি সংখ্যা কোডে গিয়ে পরিবর্তন করে আবার রান করতে হবে। আমরা চাইলে 

ইউজার এর কাছ থেকে দুটি সংখ্যা চেয়ে তাদের যোগ করতে পারি। অর্থাৎ দুটি সংখ্যা ইনপুট নিয়ে 

নামমাত্র এজন্য তোমাদের scanf ফাংশন ব্যবহার করতে 
**) | 


কাড ২.২: simple input.cpp 


129. 


এখানে ৫ এবং হলো দুটি ভ্যারিয়েবল (vatis Dle) | চলক। আমরা বীজগণিত করার সময় 
যেমন অজানা কিছুর মান কে x,y, a, b,p এরকম ধরে থাকি, ঠিক তেমনি আমাদের C তেও 
ভ্যারিয়েবল আছে। আমরা ইনপুট নেওয়ার আগে কিন্তু জানি না যে দুটি সংখ্যার মান কী। সুতরাং 
আমরা a এবং b নামে দুটি ভ্যারিয়েবল কে ডিক্লেয়ার (declare) করেছি এবং scanf ফাংশন 
দিয়ে তাতে মান ইনপুট নিয়েছি। তোমরা ভাবতে পার যে, আউটপুটের সময় শুধু আর b ছিল 
অথচ ইনপুটের সময় কেন &a আর & দেওয়া হলো? এই জিনিসটা বুঝতে তোমাদের পয়েন্টার 
(pointer) শিখতে হবে যা তুলনামূলক একটু কঠিন আপাতত মনে কর যে এভাবেই লিখতে হবে ৷ 
সুতরাং এখন এর পরের লাইনে আমরা 6 + 2 এর জায়গায় শুধু a + b লিখলেই ইনপুট দেওয়া 
সংখ্যা দুটি যোগ করে দেখিয়ে দিবে। আমরা যোগের পরিবর্তে চাইলে বিয়োগ (-), গুণ (*), ভাগ 
(/) বা ভাগশেষ চিহ্ন (%) ব্যবহার করতে পারি। ১ 

এখন কথা হলো, এতটুকু শিখেই কি একটা প্রবলেম সলভ করে ফেলা সম্ভব? অবশ্যই সম্ভব! 
তোমাদের অনুশীলনের জন্য এই অধ্যায়ের প্রতিটি সেকশনের শেষে এ সেকশন সম্পর্কিত কিছু 
সমস্যা দেওয়া হলো। যদি কোনো সমস্যা অনলাইন জাজ হতে নেওয়া হয় তাহলে OJ এর নাম 
এবং প্রবলেম নম্বর দেওয়া থাকবে। 


অনুশীলনী 


= Timus 1000 :: Timus 1264 :: Timus 1293 < Timus 1409 


২.২ ডেটা টাইপ এবং math.h হেডার ফাইল 


এখন কিছু পরীক্ষা নিরীক্ষা করা যাক। তোমরা আগের প্রোগ্রাম (কোড ২.২) এ যোগের জায়গায় 

গুণ দাও (ab) আর run করে 100000 এবং 100000 ইনপুট দাও। দেখবে মাথা খারাপ করা উত্তর 
দিয়েছে (ঝণাত্মক দিলেও কিন্তু অবাক হয়ো না)! না, তুমি তোমার প্রোগ্রামে ভুল করনি। তুমি ছোট 
সংখ্যা ইনপুট দিলেই দেখবে তোমার প্রোগ্রাম দিব্যি সঠিক উত্তরটিই দিচ্ছে। তাহলে কাহিনি কী? 
আসলে সব কিছুর দে? যারা পাইথন (python) প্রোগ্রামিং ভাষা জান না তাদের 
জ্ঞাতার্থে বলি, পাইথনে যত রড় সংখ্যাই দাও না কেন কোনো সমস্যা নেই! সে হিসাব নিকাশ করে 
উত্তরই দেবে। হয়তো সম বেশি লাগবে। যাই হোক, এখানে আমরা যেই ৫ বা b 


ভ্যারি কু f MEN এবাটি ionem ৯৬ —29! থেকে 
2 — | পর্যন্ত মানের হিসাব নিকাশ করতে পারে ।২ তুমি যদি আরেকটু বড় সংখ্যার হিসাব নিকাশ 
করতে চাও তাহলে int এর পরিবর্তে long long ব্যবহার করতে পার। এর হিসাবের সীমা হলো 


CA যত ভাগশেষ থাকবে তত। 

MS Sal রী f | 
2" m2* 108, 
৷ 


ব্যবহার করতাম ঠিক তেমনি long long d WAF P ব্যবহার করতে হবে ৷’ 

এখন তুমি প্লো্ৰামটিতে গুণের পরিবর্তে ভাগ বসিয়ে দাও আর 3 কে 2 দিয়ে ভাগ দাও। উদ 
তো তুমি জানই 1.5 কিন্তু তোমার প্রোগ্রাম কত বলে? নিশ্চয়ই 1? কী ভাবছ? * 
করেছে? মোটেও না। এটা সবসময় মনে রাখবে, কম্পিউটার কখনও ভুল করে না। তাহলে কাহিনি 
কী? কাহিনি হলো, যদি a ও  দুটিই int হয় তাহলে a/b হবে তাদের ভাগফলের ইন্টিজার অংশ৷ 
এখন প্রশ্ন আসতে পারে 1.5 কীভাবে পাব? তুমি যদি দশমিক সংখ্যা ব্যবহার করতে চাও তাহলে 
তোমাকে double বা float ডেটা টাইপ ব্যবহার করতে হবে।* দুরকম ডেটা টাইপ থাকার 
হলো সেই int আর long long থাকার মতো। float এর সীমা কম, double এর সীমা বেশি 
তবে আমি সবসময় বলে থাকি কেউ যেন কখনও float ব্যবহার না করে। কারণ এর precision 
অনেক কম।৩ Precision মানে মনে করতে পার দশমিকের পরে কয় ঘর পর্যন্ত উত্তর মনে 
হবে। মনে কর float হয়তো sqrt(2) এর জন্য শুধু 1.4 মনে রাখবে আর double মনে রাখবে 
1.414 পর্যস্ত। এরকম আর কি। কিন্তু তাই বলে আবার int ব্যবহার না করে সবসময় long long 
ব্যবহার করো না। কারণ int এর তুলনায় long long বেশ slow. তোমরা প্রবলেম সলভিংয়ে 
একটু অভ্যস্ত হয়ে গেলে signed ও unsigned ডেটা টাইপ সম্পর্কেও জেনে রাখবে। কারণ 
প্রবলেম সলভিংয়ে মাঝে মধ্যেই এদের দরকার হয়। 

আমরা এখন পর্যন্ত একটাই হেডার ফাইল দেখেছি- stdio.h. আরও একটি হেডার ফাইল 
দেখা যাক, এটা হলো math. h হেডার ফাইল । নাম দেখেই বোঝা যাচ্ছে এখানে গণিত সংক্রান্ত কিছু 
ফাংশন দেওয়া আছে। আমাদের ক্যালকুলেটরে যেমন অনেক ফাংশন আছে (যেমন Sin, cos, tan, 
square root, square, cube ইত্যাদি) ঠিক তেমনি এই math.h হেডার ফাইলে এ ধরনের 
বেশ কিছু ফাংশন আছে। টেবিল ২.১ তে math.h এর কিছু গুরুত্বপূর্ণ ফাংশন দেওয়া হলো। 

কোড ২.৩ এ একটি বৃত্তের ক্ষেত্রফল নির্ণয় করার কোড দেওয়া হলো। এখানে খেয়াল কর 
আমরা 10 নম্বর লাইনে কীভাবে r এর মান নির্ণয় করলাম। আমরা জানি যে, ০০57 = _1 
সুতরাং acos(-1) হলো 7. 


কোড ২.৩: circle area.cpp 


5 fincludecstdio.h» 
(À fincludecmath.h» J 
" 


vs 


র পরিবর্তে int64 আছে এবং এর সঙ্গে %164 ব্যবহার করতে হয়। 
এ যথাক্রমে %1 ও %/ ব্যবহার করা হয়। 
pm pm তাহলে http://communit* 
. .cc-IntegersReals এই article পড়ে দেখতে পার। 
লমাত্র একটি approximation. তুমি 22 মান দিয়ে হিসাব 
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টেবিল ২.১: math.h এর কিছু ফাংশনের তালিকা 


sqrt(x) 


sin(x), cos(x), tan(x) 


টা; এর পরম মান (absolute value) নি 
॥ এর sin, cos, tan নির্ণয় করে থাকে। এখানে % কে রেডি 
(radian) এককে দিতে হবে। 


asin(x), acos(x), atan(x) করে থাকে । এখানে sin _ 
এবং cos 1 এর ক্ষেত্রে ? কে অবশ্যই [-1,1)] সীমার মধ্যে হতে 
হয় এবং রিটার্ন মানটি রেডিয়ান এককে থাকে। 
atan2(y, x) MICE ৷ ই। তবে যেহেতু Ay = 1; Az == 0 
হলে না|) ! এর মান atan ফাংশন দিয়ে বের করা যায় না (atan এ 
তোমাকে A দিতে হবে আর তা দিতে গেলে division by zero 
হয়ে যাবে), সেহেতু সেক্ষেত্রে আমরা atan2 ব্যবহার করতে পারি। 
এটি cr নিৰ্ণয় করে। 


log(x), log10(x) এখানে log হলো স্বাভাবিক লগারিদম(natural logarithm) 


আর log10 হলো 10 ভিত্তিক লগারিদম। 
Floor(x), 02110») যথাক্রমে Floor এবং ceiling দেয়। 
| ৬ double r, area, pi; 
৭ 
b X X scanf("*$1f", &r); 


pi = acos(—1.); 
[area -pi 2 8 27 


b 


intf ("*1f lat, area); 
"TÉ 
4 TINE 


p 
B d 


c একটি ত্রিভুজের তিনটি বাহু দেন, তার তিনটি কোণ নির্ণয় কর। 
c একটি ত্রিভুজের তিনটি বাহুর দৈর্ঘ্য দেওয়া আছে, তার ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর। 

c একটি বৃত্তের ব্যাসার্ধ দেওয়া আছে, পরিসীমা নির্ণয় কর। 

কোনো একটি সংখ্যার বর্গমূলের কাছের পূর্ণসংখ্যাটি প্রিন্ট কর। 

:: একটি ত্রিভুজের শীর্ষবিন্দুগুডলোর স্থানাঙ্ক দেওয়া আছে, ক্ষেত্রফল প্রিন্ট কর। 


২.৩ if-else if - else 


এতক্ষণ আমরা যা করলাম তা কিন্তু একটা সাধারণ ক্যালকুলেটর দিয়েও করা যায়৷ কিন্তু আমরা 
একটি ক্যালকুলেটরে কিন্তু লজিকাল কাজ করতে পারি না। যেমন আমরা যদি একটা সাল লিখি,ধর 
2004, তাহলে আমাদের ক্যালকুলেটর কিন্তু বলতে পারবে না যে সেটা অধিবৰ্ষ বা লীপইয়ার (leap 
year) কিনা। একটি সাল তখনি অধিবৰ্ষ হবে যদি সেটা 400 দিয়ে বিভাজ্য হয় বা 4 দিয়ে বিভাজ 
হয় কিন্তু 100 দিয়ে বিভাজ্য না হয়। কিছু উদাহরণ দেখা যাক। যেমন 2000 সাল কিন্তু অধিবৰ্ষ কারণ 
এটি 400 দিয়ে বিভাজ্য। কিন্তু 1900 সাল কিন্তু অধিবৰ্ষ না। কারণ এটি 4 এবং 100 দুইটি দিয়েই 
বিভাজ্য । তবে 2016 কিন্তু অধিবর্ষ। কারণ এটি 4 দিয়ে বিভাজ্য হলেও 100 দিয়ে বিভাজ্য নয়। আর 


এ সম্ভব না। হ্যাঁ হয়তো তুমি এটা দেখতে পার যে সংখ্যাটা 400 দিয়ে ভাগ যায় কিনা অথবা 100 
বা 4 দিয়ে ভাগ যায় কিনা, এর পর তুমি নিজে সিদ্ধান্ত নিবে যে বছরটি অধিবৰ্ষ কি না। কিন্তু তুমি 
একটি প্রোগ্রামের সাহায্যে সহজেই একটি সাল অধিবৰ্ষ কি না তা নিৰ্ণয় করতে পারবে। এর জন্যযা 
প্রয়োজন তা হলো if-else if-else. এই জিনিসটি কীভাবে ব্যবহার হয় তা কোড ২.৪ এ দেখানো 
হলো। এটা কোনো সঠিক কোড নয়, এখানে শুধুমাত্র সিনট্যাক্স (syntax) টি দেখানো হলো। ১ 


কোড ২.৪: simple if 


স্বৰ true G i 


| যমন প্রায় প্রতিটি লাইনের শেষে সেমিকলন দিতে হয়। এটাই সিনা 
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else 


{ 


// if no conditions are true 


এখন প্রশ্ন হলো আমরা শর্ত (condition) লিখব কীভাবে? আমাদের যেমন +, -, *, / চিহ্ন 
আছে (এদেরকে arithmetic অপারেটর বলা হয়) ঠিক তেমনি কিছু comparison অপারেটর 
আছে। যেমন: <, >, <=, >=, ——(equal),! =(not equal). আমরা একটা খুব সহজ কোড 
দেখি যা বলতে পারে যে ইনপুট সংখ্যাটা জোড় না বিজোড় (কোড ২.৫)। 


কোড ২.৫: odd even.cpp 


HKincludecstdio.h» 


int main() 


int a; 
scanf("*d", &a); 


if (a % 2 == 0) 


{ 
১০ printf("*d is evenin", a); 
১১ ) 
১২ else 
১৩ { 


printf("$d is oddWn", a); 


খ্যাটি 400 দিয়ে ভাগ যায় কিনা। গেলে তো হয়েই গেলো। আর যদি না যায় 
প্রোগ্রামটার কোড তোমাদের কোড ২.৬ এ দেখানো হলো। 


অ 


ww )৭৪৪৪৪৷ CPP — 


#include<stdio.h> 


১ 
২ 
৩ int main() 
8 1 
৫ int year; 
৬ scanf ("%d", &year); 
q 
৮ if (year % 400 == 0) 
[৯ 
| ১০ printf("*d is Leap Year|n", year); 
১১ } 
| ১২ else if(year % 100 -- 0) 
১৩ 
১৪ printf("$d is not Leap Year\n", year); 
ET: ) 
|» else if(year * 4 -- 0) 
[sm (4 
১৮ printf("*d is Leap Year |n", year); 
১৯ ) 
২০ else 
২১ 
২২ printf("$d is not Leap Year |n", year); 


m চাইলে কিন্তু এখানে curly brace () গুলো সরিয়ে ফেলতে পার। যদি কোনো if / 
else if / else ব্লকের ভেতরে কেবলমাত্র একটি লাইন থাকে তাহলে curly brace না দিলেও 


পরবতীতে কোডটি বুঝতে সুবিধা হবে। 


ছোটদের কোডটি (কোড ২.৬) কিন্তু অনেক বড়। আমরা চাইলেই এই কোডটিকে অনেক 
ফেলতে পা এজন্য আমাদের জানতে হবে লজিকাল অপারেটর (logical 
operator) সম্পর্কে। লজিকাল অপারেটর তিনটি: || (or), && (and), ! (not). দুইটি শর্তে 


এর মধ্যে || দিলে তাদের কোনো একটি সত্য হলেই পুরোটি সত্য হবে, && দিলে দুটি সত্য হলেই 


২৬ 


কেবল পুরোটি সত্য হবে আর! cerco OPI ABA IRI. দিলে ওই শর্তটি মিথ্যা হলেই কেবল 
পুরোটি সত্য হবে এবং ভেতরের শর্ত সত্য হলে! এর জন্য জিনিসটি মিথ্যা হয়ে যাবে। কোড ২.৭ 
এ আমরা লজিকাল অপারেটর ব্যবহার করে কীভাবে অধিবৰ্ষ নির্ণয়ের ছোট প্রোগ্রাম লেখা যায় তা 
দেখালাম। খেয়াল করলে দেখবে যে আমরা লজিকগুলোকে ব্র্যাকেট বন্দি করেছি। জিনিসটা কিছুটা 
5— (2-- 1) আর 6--24-1 এর মতো বা 5+2*1 এর মতোও মনে করতে পার। আমরা স্বভাবতই 
জানি যে গুণের কাজ যোগের আগে হবে, কিন্তু আমরা যদি নিশ্চিত না হই তাহলে তাদের ব্র্যাকেট 
বন্দি করে ফেলাই বুদ্ধিমানের মতো কাজ। আমার জানা মতে লজিকাল অপারেটরদের মধ্যে not(!) 
সবার আগে, এরপর and (&&) আর সবশেষে or (||) হয়। 


কোড ২.৭: leap year2.cpp 


#include<stdio.h> 


int main() 


int year; 
scanf ("%d", &year); 


if (year * 400 -- O0 || 
(year % 100 !- 0 && year % 4 —-- 0)) 
১০ printf("*d is Leap Year|n", year); 
১১ else 


printf("*d is not Leap Year\n", year); 


এখন তাহলে তোমার নিজের ইচ্ছামতো কিছু লজিকাল প্রবলেম সলভ করতে পার। নিচে 
প্র্যাকটিস প্রবলেম দওয়া হলো: | " ^s ES 


; "— 1)—1*n42*(n.. 
:; n এর মান দেওয়া আছে, cene Dai gaticóm i y 
এল * | এর মান বের করতে হবে। (এটা fea if-else এর প্র্যাকটিস প্রবলেম!) ** 


o দুটি সংখ্যার মধ্যে বড়টি প্ৰিন্ট কর। এর পরে তিনটি সংখ্যার জন্যও চেষ্টা করে দেখ। 
« তিনটি সংখ্যা ইনপুট নিয়ে তাদের ছোট হতে বড় অনুসারে প্রিন্ট কর। 
; একটি স্থানাঙ্ক দেওয়া আছে, তোমাকে বলতে হবে সেটা কোন quadrant এ পরে। 


5 Timus 1068 


২.৪ লুপ (Loop) 


লুপ (loop) মানে হচ্ছে কোনো একটা কাজ বার বার করা। যেমন ধর আমি চাচ্ছি যে আমাদের 
এর আগের a + b এর প্রোগ্রামটি (কোড ২.২) বার বার চলুক। বা ধর আমরা চাচ্ছি যে 1 থেকে 10) 
পৰ্যন্ত যোগ করতে চাই, অর্থাৎ প্রথমে আমি 1 যোগ করব, এর পর 2, এর পর 3 এভাবে 100 পৰ্যন্ত৷ 
এসব কাজ লুপ এর সাহায্যে করা হয়ে থাকে। C তে লুপ মূলত তিন রকমের। For লুপ, While লুপ, 
Do-While লুপ। আমরা আপাতত প্রথম দুটি নিয়ে কথা বলব, পরবর্তী কোনো এক অধ্যায়ে আমরা 
ব্যাপারে কথা বলব। আসলে সত্যি কথা বলতে, আমরা প্রথম দুটিই সাধারণত ব্যবহার 
করে থাকি। if-else এ যেমন একটি লাইন হলে curly brace দেওয়ার দরকার হয় না এক্ষেত্রেও 
কিন্তু তাই। কোড ২.৮ এ for লুপ ও while লুপের সিনট্যাক্স এবং কিছু উদাহরণ দেখানো হয়েছে। 
আসলে তুমি জিনিসটা উদাহরণগুলো থেকে বুঝতে পারবে ভালো মতো। > এখানের কোডটুকু কিন্তু 
মেইন ফাংশনের ভেতরে রাখা হয়নি, আমরা কোডকে সংক্ষিপ্ত রাখার জন্য এরকম করেছি। 


ছি কোড ২.৮: simple loop.cpp 

| » 7 Prototype (not syntactically valid line) | e 
.* for (initializati ; ion; 

I wa pestetiation: conc ion increment ৰ () 


Ld RON iu, 


-»* 
ome e A | E দাং 
a o » 


En 


ioc. 


f (৮৮30৭, i); 

y . : | 
‘প্ৰ dE ‘ৰণ - 
UIT Ve Pp . কোডে থাকা double slash (//) দিয়ে কমেন্ট 


"din", ij. 


১০ // prints odd numberwwWwpdfjagat.com 
১১ for G = 1; i <= 10+ i += এ). printf('walgw, yy 


i = 53 
$8 // prints 10, 12, 14 
while (i «9 7) ( printf adan তের ) 


এটা জেনে রাখা ভালো যে For লুপের কোন জিনিসের পর কোন জিনিসের কাজ হয়। প্রথমে 
ইনিশিয়ালাইজেশন (initialization) হয়। এরপর শর্ত যদি সত্যি হয় তাহলে সে ভেতরে ঢুকবে 
অন্যথা লুপ থেকে বেরিয়ে যাবে। সব কাজ শেষে সে ইনক্রিমেন্ট (increment) / ডিক্রিমেন্ট 
(decrement) অংশে যাবে। এরপর আবার শর্ত যাচাই করে লুপের ভেতরে ঢুকবে বা বাইরে চলে 
যাবে। while লুপ সে তুলনায় অনেক সোজা। এক্ষেত্রে প্রথমে শর্ত যাচাই করবে, যদি সত্য হয় 
তাহলে ভেতরে ঢুকবে না হলে বাইরে বেরিয়ে যাবে। ভেতরের কাজ শেষে আবার শর্ত যাচাই হয়। 
এভাবে চলতে থাকবে। যদি এটুকু বুঝে থাক তাহলে বলো কোড ২.৮ এর প্রতিটি লুপের শেষে i এর 
মান কত হয়ঃ একটু চিন্তা করলে দেখবে, প্রথম For লুপ শেষে এর মান 11, দ্বিতীয় For লুপ শেষে 
0, তৃতীয় For লুপ শেষে 11 এবং while লুপ শেষে 8. লুপ ব্যবহার করে আরও কিছু উদাহরণ 
কোড ২.৯ এ দেখানো হলো। 


কোড ২.৯: simple (0002.000 


// counts how many 2 divides 100 
x — 100; 
cnt - 0; 
while (x € 2 == 0) 
{ 
// we could write 'x /- 2! 
X = x 2 
cnt-tt; 


[৮ ৬ এ -০ ৫ * ০০ 3 // ৬, 


১৮ x ॥= 2; www.pdfjagat.com x 


) 


à» // same thing using for loop. Note there is a 
àà // semicolon after the for loop. at the end of 
$6 // the loop, you will find desired value in x. 
২৪ for (x= 1; xm 2 € 1000; x E= 2); 


লুপের জন্য খুবই গুরুত্বপূর্ণ দুটি কিওয়ার্ড (keyword) হলো: break এবং Continue 
আমরা চাইলে যেকোনো সময় আমাদের লুপ ভেঙে বের হয়ে যেতে পারি। আবার 
চাইলে যেকোনো সময় লুপের ভেতরে থাকা বাকি কাজগুলো না করে লুপের পরবর্তী ইটারেশন 
(iteration) এ চলে যেতে পারি। break ও continue সহ আরও কিছু উদাহরণ তোমাদের 
কোড ২.১০ এ দেখানো হলো। 


কোড ২.১০: simple loop3.cpp 


> // prints odd numbers from 1 to 10 " 
2 for Ui = 1; i «5 10; i£) 
৩ { | 


8 // if even, continue the loop, 

৫ // don't go down. 

৬ if (i % 2 == 0) continue; | 
৭ printf ("%d\n", i); | 
৮) | 


১০ // prints only 1, 2 and 3 f 
35 for (3 = 1; i <= 10; i++) J 
ঠ২ i 4 


২২ // take input while 1WWW.pgfjagat.com T ন 
while (scanf("*d", 89) != EOF) 


// if the input is 0 break the loop. 
২৬ if (a == 0) break; 
২৭ printf ("%d\n", a); 


} 


JZ or in short ... 
৩১ while (scanf("Sd", &a) !- EOF && a) 
৩২ ( 


} 


অনেক সময় আমাদের একটি লুপের ভেতরে আরেকটি লুপ লেখার প্রয়োজন হয়। যেমন, ধরা 
যাক আমাদের n দেওয়া আছে আর আমাদের বের করতে হবে: 1 + (1 + 2) + (1 + 2 + 3) + 
c 01727725777)" এখন খেয়াল কর, আমাদের যদি শুধু (1 + 2 +. .. +n) বের করতে 
দেওয়া হতো তাহলে কিন্তু কাজটা বেশ সহজ। একটি for লুপ 1 থেকে n পৰ্যন্ত চালিয়ে যোগফল 
বের করলেই হয়। কিন্তু আমাদের সমস্যায় 1 থেকে কত পৰ্যন্ত যোগ করতে হবে তাও কিন্তু এখানে 
পরিবর্তন হচ্ছে। প্রথমে 1 পর্যন্ত, এরপরে 2 পর্যন্ত এরকম করে শেষে n পৰ্যন্ত। সুতরাং আমরা যা 
করব তা হলো একটা For লুপ দিয়ে আমরা upper bound টিকে নির্ধারণ করব আর আরেকটি 
For লুপ দিয়ে আমরা যোগ করব। ১ এই কোডটি কোড ২.১১ এ দেখানো হলো। 


printf ("$dMn", a); 


কোড 3.55: simple loop4.cpp 
১ // very important. many of you forget to 
$ // initialize variable 

৩ sum - 0; 


i a 


অনুশীলনী www.pdfjagat.com ৷ 
3 নিচের সিরিজগুলো কোড লিখে সমাধান কর: 1 


142434...*n 

12 + 22 + 324... + ||? 

11 + 2১ 439 4... + n^ f 
1 + (2 + 3) + (4 + & + 6) + +‘ + nth term | 
1-243-—44 5...nthterm | 
13: (24-394) 4- (5--6* 7-849 10) +... + nth term 


GS ogy 


1«n42*(n—1) 4... n*l 


sm জন্য চিত্র ২.১ এর পিরামিডগুলো প্রিন্ট করার প্রোগ্রাম লিখ। না তোমাকে স্বর 
পিরামিড একত্রে প্রিন্ট করতে হবে না। আলাদা আলাদা করে প্রিন্ট করলেই চলবে। 


D 


E গজ ca" s 12321 

**. .** oh ul we EAL 

* bot kkkk* - X. 
ভাগী ও wt ool 
LIS "2X. 
ড্ৰ x x 12321 
a RR T& Eo দিমি 
xw gos Xu e 

নকশা ২.১: কিছু পিরামিড n = 3 এর জন্য 
Verg হলো সেই জিনিস যা সামনে থেকে পড়তেও যা, পেছন থেকে ES 


112,3,...9, 11, 22, 33, . .. 99, 101, 111.1224 
করতে হবে। (n < 109) (এই সমস্যাটি এ 


|| 


www.pdfjagat.com 


c n'8r দেওয়া আছে, তোমাকে (7) = 77%7া প্রিন্ট করতে হবে। 


c TSn দেওয়া আছে, তোমাকে cos z এর মান ম্যাকলরিনের ধারা (maclaurine series) 
এর সাহায্যে বের করতে হবে 1 ০০5% এর ধারাটি হচ্ছে 1 _ 2 1 +...+nth term 


5 কিছু OJ এর প্রবলেম: - Timus 1083 — Timus 1086 - Timus 1209 


LightOJ 1001 - LightOJ 1008১ — LightOJ 1010২ _ LightOJ 1015 
- LightOJ 1022 - LightOJ 1053 - LightOJ 1069 - LightOJ 1072 
- LightOJ 1107 - LightOJ 1116 - LightOJ 1136 * - LightOJ 1182 

LightOJ 1202 - LightOJ 12118 — LightOJ 1216* — LightOJ 1294 
- LightOJ 1305 - LightOJ 1311 - LightOJ 1331 — LightOJ 1433 


— Last but not the least UVa 100 


২.৫ ত্যারে (Array) ও স্ট্রিং (String) 


ধর একটি গেইম শো'তে 10 জন প্রতিযোগী আছে। উপস্থাপক একটি করে প্রশ্ন করে, 
প্রতিযোগীদের বাজার টিপে উত্তর করতে হবে। উত্তর ঠিক থাকলে 1 পয়েন্ট করে পাবে। গেইম 
শেষে যার পয়েন্ট সবচেয়ে বেশি সে জয়ী। একাধিক জনও বিজয়ী হতে পারে। এখন তোমাকে 
এর জন্য একটি প্রোগ্রাম লিখতে বলা হলো। তুমি কী করবে? যা করতে পারো তা হলো সবার 
পয়েন্টের হিসাব রাখার জন্য আলাদা আলাদা 10টি ভ্যারিয়েবল রাখবে, ধর ভ্যারিয়েবল গুলো হলো: 
a, b,...j. এর পর তোমাকে যদি বলা হয় প্রথম প্রতিযোগী সঠিক উত্তর দিয়েছে তাহলে তুমি a 
এর মান এক বাড়াবে, এরকম করে যেই প্রতিযোগী ঠিক উত্তর দিবে তার পয়েন্ট তুমি বাড়াবে। কিন্তু 
এই সমাধানটি অনেক ঝামেলার। কারণ, তোমাকে 10টা if-else লাগিয়ে যাচাই করতে হবে যে 
কোন ভ্যারিয়েবলের মান তুমি বাড়াবে। আবার গেইম শেষে তোমাকে অনেকগুলো if-else দিয়ে 
বের করতে হবে যে কে বা কারা জয়ী। এখন যদি তোমার প্রতিযোগী সংখ্যা আরও বাড়ে তাহলে? 


সুত্ৰ বের কর। তোমাকে fane সমীকরন (quadratic equation) এর সমাধান করতে হতে ATA | 

২প্যাটার্ন বের কর 

*4 হতে B এর উত্তর বের না করে 0 হতে B এর উত্তর থেকে 0 থেকে A — 1 এর উত্তর বিয়োগ করলে সমাধানটি 
সহজ হয়। 

“এই সমস্যার একটি সুন্দর সমাধান আছে। আমি তোমাকে 20 এর জন্য সমাধান বলি। খেয়াল করলে দেখবে, 
দুটি আয়তক্ষেত্রের intere ও কিন্তু আরেকটি আয়তক্ষেত্র। আমরা যদি এই আয়তক্ষেত্রের দুটি কর্ণবিন্দু বের 
করতে পারি তাহলেই হয়ে যাবে। এখন দেখ এর নিচের বাম কোনার % হবে মূল আয়তক্ষেত্ৰ দুটির নিচের বাম কোনার 
T এর যেটি বড় সেটি। একইভাবে নিচের বাম কোণার y, উপরের ডান কোণার cr, y বের করে ফেল। যদি আয়তক্ষেত্ৰ 
দুটি intersect না করে তাহলেও কিন্তু তুমি এই যে যেই দুইটি কর্ণের স্থানাঙ্ক বের করলে তা দেখেই বুঝতে পারবে। 
নিজে করে দেখ মজা পাবে। | 

“সুত্রটি বের করার জন্য কিন্তু তোমার ইন্টারনেটের সাহায্য নেওয়ার দরকার নেই! 


করব n. ৩৩ 


র করার জন্যই Wiwpdfiegatedm: আরে (array) নামক জিনিসট 
EL অনেকগুলো ভ্যারিয়েবলের সমন্বয়। আমরা যদি বলি int 3010] এৱ 
int টাইপের 10টি ভ্যারিয়েবল তৈরি হয়ে যাবে। এদের নাম হবে: a[0], a[1], .. - [9]. M 
তোমাকে বলা হলো যে প্রথম প্রতিযোগী id = 1 একটি সঠিক উত্তর দিয়েছে তাহলে aja. 
লা জুতা রর এক মে ipie o 
সর্বোচ্চ পয়েন্ট বের করার কাজ, চিন্তা করলে দেখবে একটি For লুপের সাহায্য ৰুবসংজেইস্‌ 
সঠিক উত্তরদাতাকে পেয়ে যাবে। যেমন: 10 জন প্রতিযোগী এবং 100টি প্রশ্নের খেলায় বিজ্ঞ 


নির্ণয়ের প্রোগ্রামটির কোড ২.১২। 


কোড ২.১২: simple array.cpp 


// initialization. all the Scores are 0. 
for (i = 0; i < 10; i++) ali] = 0; 


$ 

3 

৩ 

8 for (ই টন হট +++) 

€ { wi 

ঙ // the plager giving correct answer 

4 scanf (ud, $13) 990 IPIE s 

৮ // increment players point ^ | 

5 alid 11++ "PIPER ES Ro is ইরাক FE 

১০ ] | | TERO OF LE 
১১ 8122১ ০৮ ঈ 


১২ // initializing max score 


১৩ maximum score = 0 ; 

38 for (i - 0; i 207 +++) 

৯৫ // if i'th Players score is more than the max 
১৬ if (maximum score < a[i]) 


২৫ printf ( "sa Www pdfjagat.com 


আমরা এতক্ষণ শুধু int ও double টাইপ ভ্যারিয়েবল নিয়েই কাজ করেছি। কিন্তু যদি কারও 
নাম, বা শহরের নাম এসব নিয়ে কাজ করতে চাই তার জন্য কিন্তু আলাদা ডেটা টাইপ আছে আর 
তা হলো char. একটি char কেবলমাত্র একটি ক্যারেক্টার (character) রাখতে পারে। একটি 
নাম কিন্তু অনেক গুলো ক্যারেক্টারের সমন্বয়ে তৈরি হয়। যেমন, Rajshahi শব্দে ৪টি character 
আছে। সেজন্য আসলে কোনো নাম বা স্ট্রিং (string) সংরক্ষণের জন্য আমাদের char এর sa 
ব্যবহার করতে হবে। যেমন, আমরা যদি একটি char city[10] নামে একটি আযারে ডিক্লেয়ার করি 
এবং তাতে Rajshahi রাখি তাহলে city[0] = R, city|1] P city [7] m. d, সবই ঠিক 
আছে তবে এর সঙ্গে অতিরিক্ত একটি জিনিস থাকে তা হলো null (বা 0 কারণ null এর /50| মান 
0). city[8] এ এই null থাকে i null দেখে আমরা বুঝতে পারি যে, শব্দটা আসলে city[0] থেকে 
শুরু করে কোন পর্যন্ত আছে। যখন আমরা city আ্যারেটি প্রিন্ট করব তখন সে city[0] থেকে প্রিন্ট 
করা শুরু করবে যতক্ষণ না city[8] এ এসে null পায়। আমরা যদি city আযারেতে রাখা নামটি 
প্রিন্ট করতে চাই তাহলে আমাদের লিখতে হবে: printf("96s", city) আর যদি আমরা কোনো 
শহরের নাম ইনপুট নিতে চাই তাহলে আমাদের লিখতে হবে: scanf("96s", city). খেয়াল কর 
এখন আর আগের মতো ইনপুটের সময় & ব্যবহার করতে হচ্ছে না। তোমরা চাইলে এই null নিয়ে 
খেলা করতে পার, যেমন for লুপ চালিয়ে স্ট্রিংয়ের দৈর্ঘ্য (length) বের করা বা একটি শহরের 
নাম ইনপুট নিয়ে তার প্রথম 3 অক্ষরকে প্রিন্ট করা (city[3] = 0; printf("96s", city);). 
এবার একটু কাহিনির পেছনের কাহিনি দেখি। আমরা যদিও বলছি যে city[0] এ R আছে কিন্তু 

আসলে তা নেই। city[0] এ আছে 82 (একটি int ভ্যারিয়েবলে city[0] যদি রাখ বা % দিয়ে 
যদি তুমি city[0] কে প্রিন্ট কর তাহলে এই 82 দেখতে পাবে), প্রতিটি ক্যারেক্টারের বদলে একটি 
করে মান থাকে, একে বলা হয় আসকি (ASCII) মান | www.lookuptables.com এ আসকি মানের 
একটি টেবিল দেওয়া আছে।১ খেয়াল করলে দেখবে A হতে 2 পর্যন্ত আসকি মানগুলো পরপর আছে 
এবং এরা হলো 65 হতে 90, 9 হতে 2 এর মানগুলো হচ্ছে 97 হতে 122 আর 0 হতে 9 এর মান 
হচ্ছে 48 হতে 57. মজার ব্যাপার হচ্ছে আমাদের এই আসকি মান আসলে মুখস্ত করার দরকার 
নেই। আমাদের যদি নেহায়েতই দরকার হয় তাহলে আমরা কোনো ক্যারেক্টারকে % দিয়ে প্রিন্ট 
করলেই তার আসকি মান দেখতে পাব। আরও মজার ব্যাপার হচ্ছে আমাদের আসকি মান আসলে 
তেমন লাগেই না, বরং A হতে Z, a হতে 2 বা 0 হতে 9 যে পর পর আছে এটুকু জানলেই আমরা 
অনেক কিছু করে ফেলতে পারি। যেমন আমরা যদি জানতে চাই যে, কোনো একটি ক্যারেক্টার ধরা 
যাক ch বড় হাতের না ছোট হাতের, তাহলে আমরা কোড লিখব: if('a' <= ch && ch <= '2') 
(single quotation এর মধ্যে কোন ক্যারেক্টার রাখলে তার আসকি মান পাওয়া যায়)। যদি 
টিতে আবার ধরা মাক, আমরা যদি জানি 
যে, ch ছোট হাতের এবং আমরা চাই একে বড় হাতের বানাতে হবে আমরা শুধু লিখব: ch = c 
“AL জিপ... ০০০৯৭ digit কে একটা int ভ্যারিয়েবলে মান হিসাবে নিতে 
চাই, তাহলে আমরা লিখব: d= €॥-'0', অর্থাৎ আমরা আসকি মানের তুলনামূলক অবস্থান জেনেই 


*কপিরাইট জনিত কারনে টেবিলটা এখানে কপি করা হলো না। 
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gis কঠিন বজ eet MM co উপরে যেভাবে scanf দিয়ে ইনপুট 
নিয়েছি তাতে একটি সীমাবদ্ধতা আছে আর তা হলো! স্পেস যুক্ত Pn ইনপুট M 
এভাবে। যেমন, আমরা যদি একটি বাক্য ইনপুট নিতে চাই "Facebook is a popular weh 
media" এবং সেজন্য যদি scanf এ 96s ব্যবহার করি তাহলে ৫০ আযারেতে 
Facebook শব্দটিই থাকবে। এর কারণ হলো, আমরা 11441 পার গাম le 
সে প্রথম "non whitespace" ক্যারেক্টার খোঁজে, এবং ওখান থেকে সে পঃ Whitespace 
ক্যারেক্টার পর্যন্ত পড়ে।১ তুমি যদি একটি স্পেস যুক্ত বাক্য পড়তে চাও তাহলে এভাবে পড়তে হু 
gets(s). এখানে s হলো আমাদের char টাইপের ত্যারের নাম। gets প্রথম থেকে শুরু করে 
যতক্ষণ না একটি নিউ লাইন (new line) পাচ্ছে ততক্ষণ পড়তে থাকে। এখন এর ফলে, তুমি 
যদি একটি কোডে scanf এবং gets দুটিই একই সঙ্গে ব্যবহার করতে চাও, তখন তোমাকে 
সাবধান হতে হবে। ধর তোমার প্রোগ্রাম প্রথমে n ইনপুট নিবে যেটা হচ্ছে মানুষের সংখ্যা এৰ 
এর পরে nÈ বাক্যে তাদের নাম ইনপুট নিতে হবে। তুমি মনে কর n ইনপুট নিলে scanf দিয়ে 
আর পরের বাকাগুলো ইনপুট নিলে gets দিয়ে, তাহলে তোমার প্রথম বাক্যটি ঠিক মতো ইনপুট 
হবে না। কারণ, scanf দিয়ে তুমি যখন n পড়েছ তখন সে n পড়া শেষ করেছে যখন একটি নিউ 
লাইন বা whitespace ক্যারেক্টার পেয়েছে এবং সে সেটা পড়েনি। এখন তুমি যদি gets দিয়ে 
ইনপুট নাও তাহলে প্রথমেই সে ওই নিউ লাইন পড়বে এবং ইনপুট পড়া শেষ করে দিবে। সুতরাং 
এক্ষেত্রে সমাধান হলো তুমি একটি ডামি (dummy) gets ব্যবহার করবে। অর্থাৎ, তুমি এমনি 
এমনি scanf এর পরে একটি gets ব্যবহার করবে। এরপর তুমি যদি লুপ চালিয়ে সবার নাম 
ইনপুট নাও তাহলে কোনই সমস্যা হবে না। 
আচ্ছা এইযে তোমাদের বলা হলো, 7টি বাক্য পড়তে হবে। তোমরা কি ভেবে দেখছ এতগুলো 
বাক্য কীভাবে রাখবে? খেয়াল কর, তোমার প্রত্যেক বাক্যের জন্য কিন্তু একটি আ্যারে দরকার। 
তাহলে n টি বাক্যের জন্য কী করবে? sentence1[100], sentence2[100] এভাবে 
100টি ত্যারে ডিক্রেয়ার করবে? মোটেও না, যা করবে তা হলো আ্যারের যারে! অর্থাৎ 
eina 00] এভাবে i এখানে sentence[0] এ থাকবে প্রথম বাক্য এরকম করে মোট 
লাল koi ৷ আশা করি বুঝতেই পারছ, এটা শুধু স্ট্রিংয়ের জন্য না, int, double 
mension বাড়ানো যাবে, একে multidimension আযারে বলে৷ 
CALCE “এক্স (matrix) এর জন্য 2 dimension আ্যারে ব্যবহার করতে পার। 
নিজ bane 7 GRIS ফাহলের কথা বলা যাক। string.h- স্ট্রিং সম্পর্কিত ফাংশনগুলো 
e | গ্ত্বপূণ ফাংশনগুলো হলো: strlen - কোনো একটি স্ট্রিংয়ের 
acr. এব দলে সে বলে দেয় কোনটি ডিকশনারিতে আগে আসবে, একে 
HOE C, streat - দুটি স্ট্রিং জোড়া দেওয়ার জন্য, strcpy -FRP 
মরা 50৮৫ |, 4৭০1 কে কোনো নিৰ্দিষ্ট কিছু মান দিয়ে ভর্তি করার জন্য ইত্যাদি 


SU এই ফাংশন দুটির ব্যবহার দেখতে পার। 
mW বোঝা যায়। তবে memset এ কিছু জটিল I 
"S এগুলো হলো whitespace ক্যারেক্টার 
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আছে। মনে কর আমাদের কাছে a নামে একটি 


উপাদানকে 0 দিয়ে ৰ করতে চাই। তাহলে লিখতে হবে: memset(a, 0, 
sizeof(a)). ভোমরা a এর আয়গায় তোমাদের আযারের নাম দিবে শুধু, আর 0 এর স্থানে তোমরা 
যেই মান দিয়ে ইনিশিয়ালাইজ করতে চাও তা। কিন্তু আসলে, সব মানের জন্য এটা সঠিকভাবে কাজ 
করবে না। আমরা স রণ কোনো একটি আযাৱেকে 0 বা --1 দিয়ে ইনিশিয়ালাইজ করে থাকি 
আমাদের memset ঠক মতো কাজ কর ১৯৯৯৬ 4 
A তাহলে হৰে লা! করবে, কিন্তু আমরা যদি 1 দিয়ে ইনিশিয়ালাইজ 
অনেক সময় জানার প্রয়োজন হয় যে আমাদের কোড কতখানি মেমোরী ‘ 
প্রোগ্রামে চার পাঁচটি ভ্যারিয়েবল থাকে তাহলে সেটি সাধারণত গায়ে নাগে না বহার বি ana 
মাপের আযারে থাকে তাহলে অনেক সময় একটু সাবধান হতে হয়। যেমন বলা আছে তোমার মেমোরী 
লিমিট 256 মেগাবাইট | এখন তুমি মনে করলে 107 সাইজের একটি int এর আ্যারে নিবে। এটা 
কী তোমার দেয়া মেমোরী লিমিটে আঁটবে? হিসাব করে দেখতে হবে। হিসাব করার আগে আমাদের 
জানতে হবে কোন ডেটা টাইপ কতখানি মেমোরী নেয়। একটি int নেয় 4 বাইট, long long নেয় 
৪ বাইট, double নেয় 8 বাইট আর char নেয় 1 বাইট। আমি ঠিক নিশ্চিত না তবে আমার জানা 
মতে সাধারণত bool 1 বাইট জায়গা নিয়ে থাকে ।২ তাহলে 107টি int জায়গা নেয় 4 x 107 বাইট ৷ 
এখন আমরা জানি 1kilogram হলো 100097৭ অর্থাৎ kilo মানেই 1000, তাহলে কী 1000 
বাইট মানে 1 কিলোবাইট? না। 210 বা 1024 বাইট মানে হল 1 কিলোবাইট। একই ভাবে 20 
কিলোবাইট মানে 1 মেগাবাইট 1 এরকম করে গিগা, টেরা ইত্যাদিও। সুতরাং 4 x 107 বাইট মানে 
হল 38.14 মেগাবাইট ৷ এভাবে তোমরা মেমোরী এর হিসাবনিকাশ করতে পারবে। 
আরেকটা বিষয়, যদি কখনও দেখ যে তোমার প্রোগ্রাম run time error (RTE) খাচ্ছে তাহলে 
তোমার উচিত হবে আারের সাইজ একবার দেখে নেওয়া। ধর তুমি ডিক্লেয়ার করেছ 10 সাইজের 
আযারে অথচ তুমি তোমার প্রোগ্রামে 12 তম স্থান ব্যবহার করছ, তাহলে RTE হবে। এরকম সবসময় 
হয় না অবশ্য । মনে কর তোমার এরকম দুইটি 10 সাইজের আযারে আছে A আর B. কম্পিউটার 
হয়তো এদের পর পর মেমোরী তে রেখেছে। এখন তুমি A এর 12 তম স্থান ব্যবহার করতে চাইছ। 
তাহলে এটি আসলে B এর দ্বিতীয় স্থান ব্যবহার করবে এবং কোন RTE হবে না। এটা যদি java 
হতো তাহলে তোমাকে সবসময় এক্সেপশন (exception) দিত এবং তুমি তা এক্সেপশন মেসেজ 
দেখেই বুঝে যেতে। কিন্তু C এর মত ল্যাঙ্গুয়েজে এটা সবসময় বোঝা যায় T | 
SM > কঠিন জিনিস দিয়ে। মনে কর তুমি gets দিয়ে একটি বড় লাইন ইনপুট 
য় এই লাইনের প্রতিটি শব্দ আলাদা আলাদা করব, CEPS 
ics s a nice advanced math book" এই লাইন ইনপুট নিলে। 


এখন তুমি এখানের প্রতি টি শব্দ মানে "Concrete", "Mathematics", "is" এরকম করে 


আযারে আছে, আমরা এর সবগুলো 


AAT 
- 


— তাহলে Topcoder এর http;//community.topcoder.com/tc? 
ori t gerens আর্টিকেল নে ডিক্রুয়ার করে রতি int এ 32 টি 0-1 রাখা হয় 
শনাক্ত YT Z প্রতিটি বিট ব্যবহার হবে (1 বাইট = 8 বিট)। তোমরা 


শিখে নিতে পার। তবে আমি এক্ষেত্রে stl ব্যবহার 
করি তা দেখালাম। এখানে আমি stl ব্যবহার করেছি। পাশে কমেন্ট দিয়ে একটু বোঝানর চেষ্টা 


করলাম খন যদি ইনপুটে বিভিন্ন যতিচিহ (কমা, সেমিকোলন ইত্যাদি) 
সস aaan পরিণত করি। এর পর সেই একই 


কাজ। 


.W $ 


কোড ২.১৩: sstream.cpp 


১ &8includecsstream» = 

২ fsincludecstring» ৷ তর নি TE ge 

৩ using namespace std; লন SNESqON EIE 

8 n 

€ char line[100]; | i mE TE 
Ù string S; // string from stl 

.. 4 gets(line); // input the line 

৮ 

৯ // creates an istringstream from the input line 

১০ istringstream iS (line); 

১১ while (iS >> g) 

১২1 


k Y 


o একটি আযারেতে অনেকগুলোস এ এনঃতাগীদতলছগ্াপুদরকে ছোট হতে বড় অনুসারে সাজাও। 
এভাবে সংখ্যাকে ছোট হতে বড় বা বড় হতে ছোট আকারে সাজানোকে সর্টিং (sortíng) 
«qct 

n একটি আযারেতে অনেকগুলো 1 এবং 0 আছে। তোমাকে বলতে হবে সবচেয়ে বেশি কতগুলো 
1 পরপর আছে। 


9 একটি আরে আছে। তোমাকে অনেকগুলো প্রশ্ন করা হবে। প্রতিটি প্রশ্ন হবে এমন: আযারের 
৷ তম স্থান হতে ) তম স্থানের যোগফল কত? যেহেতু প্রশ্ন অনেকগুলো তোমাকে উত্তরও দ্রুত 
দিতে হবে।২ 


o একটি স্ট্রিংয়ের দৈর্ঘ্য বের কর (লাইব্রেরী ফাংশন ব্যবহার করে এবং ব্যবহার না করে)। 


:; একটি শব্দে ছোট হাতের অক্ষর (৫,,... ০) এবং বড় হাতের অক্ষর (4,13....2) এর 
ংখ্যা নির্ণয় কর। 


: দুটি স্ট্রিং জোড়া লাগাও । অর্থাৎ একটি স্ট্রিং যদি হয় water এবং অপর স্ট্রিং যদি হয় 
melon তাহলে তাদের জোড়া লাগিয়ে নতুন PR- watermelon বানাও। 


9 দুটি স্ট্রিং 4 এবং B দেওয়া আছে, বলতে হবে D সম্পূর্ণভাবে A এর ভেতরে আছে কি না। 
যেমন: A = bangladesh এবং B = desh হলে বলা যায় যে B, A এর ভেতরে আছে। 
B A এর ভেতরে কয়বার আছে তাও নির্ণয় করতে পারো । যেমন: aa শব্দটি aaa এর মধ্যে 


দুবার আছে। 


: একটি বাক্যে শব্দের এর সংখ্যা নির্ণয় কর। শব্দগুলো একাধিক স্পেস দিয়ে আলাদা করা 
থাকতে পারে । তাই যদি স্পেস কয়টি আছে তা গুণে সমাধান করতে চাও তাহলে হবে না! 


দুটি স্ট্রিং দেওয়া আছে বলতে হবে কোনটি lexicographically smaller (লাইব্রেরী 
ফাংশন ব্যবহার করে এবং ব্যবহার না করে)। 


আমি একটি তারিখ 21/9/2013 এরকম ফরম্যাটে দেব। তোমাকে এই স্ট্রিং হতে দিন, 
দা করতে হবে এবং তিনটি int ভ্যারিয়েবলে রাখতে হবে। 


হজেই sort করতে পার। প্রথমে আযারের প্রথম স্থানে সবচেয়ে ছোট 


I 
E 


সংখ্যাটি নিয়ে আসো, | fà | ছোট সংখ্যাটি আনো এভাবে। এখন খেয়াল কর, যখন একটা 
জায়গায় একটা সংখ্যা ই সংখ্যাটা যেন হারিয়ে না যায়, সেজন্য তুমি যেখান থেকে সংখ্যাটি আনবে 
পিখানে গিয়ে এই সংখ্যাটি রেখে আসবে। একে swap করা বলে। 

বৃদ্ধি তোমরা যদি মনে কর এ আর এমন কি! আমি প্রতিবার i হতে / পৰ্যন্ত 001 লুপ চালাব! না, এর থেকেও ভালো 


n দুটি স্ট্রিং 4 এবং? দেওয়া WRR A এর subsequence কি না। p 
এর subsequence হবে যদি A থেকে কিছু অক্ষর মুছে ফেললে B পাওয়া যায়। Me 


A = bangladesh এবং B = bash হলে বলা যায় যে B, A এর subsequence fy 
B = dash কিন্তু subsequence হবে না। 


কিছু OJ এর প্রবলেম: - Timus 1001 - Timus 1014 - Timus 1020 - Tim, 
1025 - Timus 1044 - Timus 1079 - Timus 1197 - Timus 1313 - Timus 


1319 

LightOJ 1006 — LightOJ 1045 = LightOJ 1109 - LightOJ 1113 
- LightOJ 1133 - LightOJ 1214 — LightOJ 1225 = LightOJ 1227 
- LightOJ 1241 — LightOJ 1249 — LightOJ 1261 = LightOJ 133g 
- LightOJ 1354 — LightOJ 1387 - LightOJ 1414 


২.৬ টাইম কমপ্নেক্সিটি (Time Complexity) এবং মেমোরী 
কমপ্লেক্সিটি (Memory Complexity) 


প্রোগ্রামিং প্রতিযোগিতায় টাইম কমপ্রেক্সিটি (Time Complexity) এবং মেমোরী 
কমপ্রেক্সিটি (Memory Complexity) খুবই গুরুত্বপূর্ণ জিনিস। সহজ কথায় বলতে গেলে একটি 
প্রোগ্রাম যতখানি সময় নেয় বা যতখানি মেমোরী নেয় তাকেই টাইম কমপ্রেক্সিটি বা মেমোরী 
কমগ্রেক্সিটি বলে। তবে এই টাইম বা মেমোরী কিন্তু সেকেন্ড বা বাইটে মাপা হয় না। কেন? | 

খেয়াল করলে দেখবে দুবছর আগে বাজারে যত ভালো কম্পিউটার পাওয়া যেত এখন তার 
থেকে ঢের ভালো ক্ষমতার কম্পিউটার পাওয়া যায়। আগে যেই প্রোগ্রাম চলতে হয়তো 10 সেকেন্ড 
সময় নিত এখন সেই একই প্রোগ্রাম হয়তো 5 সেকেন্ড সময় নেয়। তোমরা হয়তো বলতে পার 
কোনো একটি প্রোগ্রাম আগে যে পরিমাণ মেমোরী নিত এখনও তাই নেয়। ঠিক! কিন্তু একটি প্রোগ্রাম 
48 n = 100 এর জন্য যে পরিমাণ মেমোরী বা সময় ব্যয় করে n = 1000 এর জন্য হয়তো অন্য 
পরিমাণ মেমোরী বা সময় ব্যয় করে, ঠিক 10 গুণ নাও হতে পারে। সাইজের একটি 2 xy fcn 


সেকশনে একটি প্রবলেম নিয়ে কথা বলছিলাম: 
3) শক, ox d তু 
) + W সুজা) এখন তুমি যদি দুটি For লুপ = adi ds aoi 
uio ns টা যোগ করবে। আমরা আমাদের বুঝার সুবিধাৰ্থে শুধু মাত৷ 


A 80 
mo > 


টার্মটি বিবেচনা করি। এখানে n এর 
সবচেয়ে বড় টি [129880 টার্ম আছে, একটি n এবং i 
এর আমরা শুধু ॥* এর টার্ম RERNE সুওরাং ॥ এর টার্ম বাম এবং T n 
2/2 আমরাঞ্রুব সহগ (constant coefficient) ও বাদ দেই। সুতরাং আমাদের থাকে: 
n ah এটাই আমাদের টাইম কমপ্নেক্সিটি। আমরা বলে থাকি, সামাদেৱ এত 
o(n?) ১, যদি n = 1000 হয়ে থাকে তাহলে, O(n?) = 109 আযালগরিদমটি 
gg ftn = 10° হয়? তাহলে এই কোড এক ঘণ্টাতেও শেষ 
2 , মি 
॥ এর মান বেশি হলে O(n’) আযালগরিদমে Time Limit Exceed (TLE) পাবে। আমরা কি 
সিন করতে গায়৷ খেয়াল করলে দেখবে যে, আমরা এর for লুপ 1 থেকে n 
পৰ্যন্ত যদি চালাই এবং প্রতিবার 1 + 24... + এর মান আরও একটি (০ লুপ দিয়ে না বের করে 
যদি সুত্রের সাহায্যে বের করি (2) তাহলে আমাদের হিসাব 


O (n) এ নেমে 
আমাদের n এর মান আরও বেশি হয়? ধর, n = 1012? wann NN 
সময় লাগবে এই কোড চলতে। সেক্ষেত্রে আমাদের চেষ্টা করতে হবে আযালগরিদ ৮:১৭ 
কমানো যায় কি না। এবং আসলেই কমানো যায়: 


14 (1-2) - (14273) E... (14-24... 4m) 


P» 


i=l j=1 


a d 4 
m : 
80১৮৭ 

i-1 i=l 


_ 1 (7 1)(277 1) 11৮71 
জা 6 2 


অর্থাৎ আমরা এমন একটি সুত্ৰ বের করেছি যা হিসাব করতে আমাদের কোনো লুপ লাগে না। 
শুধু কিছু যোগ আর গুণ করেই করে ফেলতে পারি, একে বলা হয় O (1) আযালগরিদম। 
LUI কম পকি টি তে। তোমরা আশা করি ফিবোনাচি সংখ্যার(Fibonacci 


Alalle 


আমরা একটি আরের সাহায্যে V ARRA Ee করতে পারি। F[0] = 0, 20111 
এবং একটি for লুপ চালিয়ে Fli] = Fli- 1] + F[i - 2]. কিন্তু এখানে আমরা n সাইজের একটি 
আরে ডিব্লুয়ার করছি। সুতরাং আমাদের মেমোরী কমপ্লেক্সিটি হলো O (n). তবে আমরা কিন্ত 
সহজেই কোনো আরে ছাড়াই /, হিসাব করে ফেলতে পারি। কোড ২.১৪ দেখলে বুঝবে আম 
মাত্র 3টি ভ্যারিয়েবল ব্যবহার করছি, সুতরাং এখানে আমাদের মেমোরী কমপ্লেক্সিটি ০(1).১ যদিও 
টাইম কমগ্নেক্সিটি আগের মতো O(n) ই রয়ে গেছে কিন্তু মেমোরী কমপ্রেক্সিটি 0(1) এ কে 
এসেছে।২ 


কোড ২.১৪: Fibonacci.cpp 


9 aml) | 
২ bal; | 
৩ for(is 3) i <= 2) i++) 

8 ( 


৫ c= a +t D; 
ঙ a = b; 

৭ b = ci 
৮ 
৯ 


২.৭ ফাংশন এবং রিকার্শন (Recursion) 


ফাংশনকে তোমরা একটি ফ্যাক্টোরি হিসেবে কল্পনা করতে পার। একে ভন্ন কাঁচামাল 
ভেতরে ভেতরে সে কিছু একটা করবে এবং কাজ শেষে তুমি তার একে বা 2 
Sou টী রিতে তুমি ফল দিবে, চিনি দিবে, পানি দিবে আরও নানান কিছু উপকরণ হিসেবে দিবে। 
সি T4 দরকার নেই ফ্যাক্টোরির I ভেতরে কেমনে কী RO | সেটা ফ্যাক্টোরি যে চালায় তার 
ec DUNS এমন ভাবে বানিয়েছে যে, একটা মেশিন আছে যে ফলের খোসা 
রিমাপে মিশিমি ৯৯ পা থেকে রস বের করবে, এক মেশিন তাতে পানি আর চিনি সঠিক 


টাকে টের গায়ে স্ট্র লাগিয়ে দিবে। ব্যাস তোমার জুস তৈরি! তুমি 
শী গুরু করবে। তোমার কিন্তু জানার দরকার নেই ফ্যাক্টোরির 


d'ou vq 
R E ৮ চু 
i EN 
LI 


টক কমাতে পারকিনা। পরবতী কোনো oer 


p 
lad 


একে আমরা একটা সংখ্যা দেই বিনিময়ে সে আমাদের ওই সারা ১৭/চ ফাংশন 
এর কথা নেই জানি না, ভেতরে ভেতরে সে কীভাবে এই বৰ্গমূল নি? সংখ্যার বৰ্গমূল বলে 
তে ফাংশনের মূলত 4টি অংশ আছে। প্রথমত, ফাংশনের প্যারামিটার, অর্থাৎ কাঁচামাল 
আমরা ফাংশনকে কিছু মান দিব এবং বলব এই মান নিয়ে কাজ করতে। দ্বিতীয়ত, রিটার্ন টাইপ 
অর্থাৎ আমরা এই ফাংশন থেকে কী ধরনের জিনিস বের করব। তৃতীয়ত, প্রদত্ত প্যারামিটারের 
ভিত্তিতে প্রসেসিং করা এবং চতুর্থত প্রসেসিংয়ের ফলাফল রিটার্ন করা। যেমন মনে করি আমাদেন 
বলা হলো কিছু ছাত্রের গ্রেড নির্ণয় করতে হবে। আমাদের তাদের নম্বর দেওয়া হবে, এই নম্বরের 
উপর ভিত্তি করে আমাদের গ্রেড নির্ণয় করতে হবে। আমরা তাহলে একটা ফাংশন লিখব যা 
প্যারামিটার হিসেবে পরীক্ষার নম্বর নিবে এবং if-else দিয়ে যাচাই করে সে ফলাফল হিসেবে গ্রেড 
পাঠিয়ে দিবে (কোড ২.১৫)। 


কোড ২.১৫: grade.cpp 


int grade (int marks) 


{ 


if (marks >= 80) return 5; 

else if (marks >= 60) return 
else if (marks >= 50) return 
else if (marks >= 40) return 
else if (marks >= 33) return 


else return 0; 


আগে একটি অনুশীলনী হিসেবে LightOJ 1136 এই সমস্যাটি দেওয়া হয়েছিল এবং বলা 
হয়েছিল "4 হতে এর উত্তর বের না করে 0 হতে D এর উত্তর বের করে তা থেকে 0 হতে 4 — 1 
এর উত্তর বিয়োগ করলে সমাধানটি সহজ হয়" । আমরা একই ধরনের দুটি জিনিস আলাদা আলাদা 
করে হিসাব না করে বরং একটি ফাংশন / লিখতে পারি যার প্যারামিটার হবে n এবং এই ফাংশনটি 
0 হতে n পর্যন্ত এর জন্য উত্তর বের করবে। সুতরাং আমাদের উত্তর হবে: /(13) — FCA- 1). 
অনেক সহজেই আমাদের সমস্যাটি সমাধান হয়ে যায়! 

এবার আসা যাক রিকার্শন (Recursion) এ। কোনো এক অজানা কারণে রিকার্শন কে 
অনেকেই ভয় পায়! Mr Edsger Dijkstra এর একটি গল্প আছে: 


I learned a second lesson in the 60s, when I taught à course on 
Programming to sc omo 'es and discovered to my surprise that 
1076 of my aud ience ha d the greatest difficulty 


in coping with the 


, ৪৩ 
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rsive procedures. I was surprised because I knew 
that the concept of recursion was not difficult. Walking with my 
five-year old son through Eindhover, he suddenly pala "Dad, not 
every boat has a life-boat, has it?" “How come?" I said. “Well, 
the life-boat could have a smaller life-boat, but then that would 


be without one." It turned out. 


রিকার্শন আসলে কিছুই না, এটি হলো এমন একটি ফ্যাক্টোরি যা তার প্রসেসিংয়ের জন্য 
নিজেকেই ব্যবহার করে। যেমন ফিবোনাচি সংখ্যার ক্ষেত্রে, আমরা জানি, En = [1 + Ey, 
এখন আমরা যদি এমন একটি ফাংশন লিখি যেটা আমাদের ॥তম ফিবনাচি নম্বর দেয়, এবং সে 
সেই ফাংশনের ভেতরে হিসাবের জন্য n — 1তম ও n — 2 তম ফিবনাচি নম্বরকে পাওয়ার জন্য 
নিজেকেই call করে তাহলে একে রিকার্শন বলা হয়। তবে রিকার্শন ফাংশন call কিন্তু এক পৰ্যায়ে 
শেষ হতে হবে, না হলে কিন্তু এই call চলতেই থাকবে । আমরা যদি, n = 3 তম ফিবোনাচি বের 
করতে চাই, তাহলে এটার মান বের করার জন্য সে?,_1 = 2 তম এবং 1-2 = 1 তম ফিবোনাচি 
নম্বর চাইবে, তারা ভেতরে গিয়ে আবার তার থেকে ছোট দুটি ফিবোনাচি চাইবে এভাবে কিন্তু চলতে 
থাকবে। তাহলে এই অবস্থা থেকে মুক্তি কী? মুক্তি ফিবোনাচি সংখ্যার সংজ্ঞাতেই আছে। 


() n E 
Fa = 1 7} = ] 
এটি] t Fa n2 


আমাদের বলা আছে যে, n > 2 এর ক্ষেত্রেই কেবল এরকম n — 1 তম ও 
| » = — 2তম 
ফিবোনাচি সংখ্যা দরকার হবে, অন্যথায় কী মান হবে তা বলা আছে। PI. ^ 
আমাদের ফিবোনাচি সংখ্যা নির্ণয়ের প্রোগ্রামটা কোড ২.১৬ তে দেওয়া হলো। মজার ব্যাপার হলো 
আমরা এই রিকার্সিভ ফাংশন (recursive function) এর মাধ্যমে বড় n এর জন্য ফিবোনাচি 
EE যত পারদ (অনেক সময় লাগবে) কিন্তু লুপের সাহায্যে অনেক দূর পর্যন্ত 
সহজেই বের করা যাবে। এর কারণ কী? তোমাদের ইতোমধ্যেই কিন্তু টাইম কমপ্লেক্সিটি নিয়ে 
বুঝবে তোমরা দুটজ্যালগরিদমের টাইম aces বের করার চেষ্টা করে দেখতে পার। তাহলেই 
এটা নিয়ে আরও হলো। যদি না বের করতে পার, চিন্তার কিছুই নেই, আমরা পরবর্তী এক অধ্যায় 


concept of recu 


E. 


আছ =, = 


recursive fibonacci.cpp 
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q return fibonacci(n — 1) + fibbnacci(n = 2) 


| ৬] এপ 
এই সেকশনের প্র্যাকটিস প্রবলেমগুলো একটু কঠিন। তোমরা ইত 


ফেলেছ। সেই আরে এবং রিকার্শন ব্যবহার করে সলভ করার মতো লং AVID "a 


অনুশীলনী 


„ Timus 1005 :: Timus 1082 :: Timus 11491; LightOJ 1042 :: LightOJ 1189 


২৮ ফাইল (File) ও স্ট্রাকচার (Structure) 


আমরা যখন কোড করি তখন দেখা যায় কোডে ভুল হয়, ভুল সংশোধন করে আবার 
চেক করে দেখি ঠিক উত্তর আসে কি না। এজনী afr ভরা দেখায়া সি 
যাচাই করে থাকি বা আমাদের নিজেদের কোনো কেইস (case) দিয়ে যাচাই করে থাকি। কিন্তু 
বার বার সেই কেইস লেখা খুবই বিরক্তিকর কাজ। যদি কেইসটি অনেক বড় হয় তাহলে তো 
কোনো কথাই নেই। মাঝে মধ্যে কোনো কোনো 04 তে ফাইলে ইনপুট আউটপুট করতে হয়। 
সুতরাং আমাদের ফাইলের কাজও সামান্য জানতে হবে। ফাইলে আসলে অনেক কিছু করা যায়, 
কিন্তু আমাদের বেশি কিছু পারার দরকার নেই। :) মনে করা যাক আমাদের input.txt ফাইল 
হতে ইনপুট নিতে হবে এবং output.txt ফাইলে আউটপুট দিতে হবে । আমরা যা করব তা হলো, 
পুরো কোডটা সাধারণভাবেই লিখব তবে কোডের শুরুতে (মেইন ফাংশনের ভেতরে ঢুকেই) দুটি 
লাইন লিখব: freopen("input.txt", "r", stdin); এবং freopen("output.txt", "w", 
stdout);. তোমরা তোমাদের দরকার মতো ফাইল নাম বসিয়ে নিবে তাহলেই হবে। এবার যদি 
তোমার প্রোগ্রাম রান কর তাহলে দেখবে input.txt থেকে ইনপুট পড়ছে আর output.txt তে 
আউটপুট লিখছে। আরও একটি উপায় আছে আর তা হলো Fo pen ফাংশনের মাধ্যমে ৷ বেশির ভাগ 
বইয়ে আসলে fopen নিয়ে লেখা থাকে। কিন্তু তাতে তোমাকে ইনপুট আউট পুটের জন্য ব্যবহার 
করা সব ফাংশন পরিবর্তন করতে হবে। scanf এর পরিবর্তে লেখতে হবে fscanf, printf এর 
পরিবর্তে Fprintf এরকম। কিন্তু এটা বেশ বিরক্তিকর । এছাড়া কেউ যদি terminal এ কম্পাইল 
ও রান করে থাকো তারা আরও সহজে ফাইল হতে ইনপুট ও আউটপুট করতে পারো। আমরা 
terminal হতে কম্পাইল করার জন্য লেখি "g++ ৫০৫০.০০০". এরপর রান করার জনা লেখি 
"/০.০0 (লিনাক্স অপারেটিং সিস্টেমে) বা "৪.৪%" (উইন্ডোজ অপারেটিং সিস্টেম আমর 
যদি এই রান করার সময় ৫ খি "a.exe «input.txt »output.Lxt" তাহলে আমাদের ইনপুট 
আর আউটপুটের কাজ হয়ে যাবে। যদি শুধু ইনপুট নিতে চাও তাহলে আউটপুটের অংশটুকু মুছে 
[ই হবে। LE ৬. 
এ : | | ধরনের জিনিস একত্রে রাখার জন্য 
খন একটু চার নিয়ে দে মাক অনেকগুলো একর অনেকগুলো বিভিন্ন জিনিস একত্রে 
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রাখার প্রয়োজন হতে পারে। যেমন, qae vata জার নাম, পিতার নাম, কানা, জনসন 
ফোন নম্বর ইত্যাদি বিভিন্ন তথ্য রাখতে হবে। আমরা যা করতে শিস 

জন্য আলাদা আলাদা ত্যারে। কিন্তু এতে করে এটি নিয়ে কাজ করা গে aka, 
মনে কর আমরা চাচ্ছি যে একজন ছাত্রের সব তথ্য একটি ফাংশনে | ৯, আমা? 
তথ্যগুলি আলাদা আলাদা জ্যারেতে থাকে তাহলে পাঠানো বেশ SORT জিনিস ভাল উপায় 
হলোস্ট্রীকচার। এটি এমন একটি জিনিস যেখানে আমরা একই সঙ্গে বিভিন্ন একত্রে রাখতে 


পারি। কোড ২.১৭ এ আমাদের এই উদাহরণটি তুলে ধরা হলো। 


কোড ২.১৭: structure.cpp 


১ struct Student 

হি 

৩ char name[30], father[30], address[50]; 
8 int birth.date, birth month, birth year; 
৫ int phone; 

eh 

a 


b Student s, student[50]; 


১০ scanf("S$s", s.name); 
scanf ("%d", &student[10] .phone) ; 
printf ("$d|n", student [5] .birth.date); 


এখানে প্রথমেই আমরা Student নামে একটি স্ট্রাকচার ডিক্রেয়ার করেছি যার মধ্যে আমাদের 
প্রয়োজনীয় সব ভ্যারিয়েবল ডিক্লেয়ার করা হয়েছে। এখন 42 Student নামটা এক রকমের 
ডেটা টাইপ হিসেবে ব্যবহার করা যাবে। কোডটিতে খেয়াল কর একটি ভ্যারিয়েবল < এবং একটি 
Student টাইপের sica student তৈরি করা হয়েছে। এখন ভ্যারিয়েবলের সঙ্গে dot () দিয়ে 
আমরা এর বিভিন্ন ভ্যারিয়েবলগুলো ত্যাক্সেস (access) করতে পারব। কোডটিতে নাম ও ফোন 
“বরে ইনপুট নেওয়া বা জন্মতারিখ আউটপুট দেওয়া দেখানো হয়েছে। 


ক... হিসাব নিকাশ করি বা সংখ্যা লেখি একে দশমিক সংখ্যা বা Decimal 
কম্পিউটারের ভাষায় মনে৷ আমাদের সর্বমোট 10 টি অঙ্ক আছে: 0.1 2. কিন্তু আমাদের 
১ কী = 0 আর 1. আর এই সংখ্যা পদ্ধতিকে Binary Number 

LUNGS বিট বলা হয়। আমরা যখন একটি ভ্যারিয়েবলে6 
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তখন আসলে সেখানে 0, ৬১৬,7৫৪ 
য়াইজ অপারেশন হচ্ছে এমন কিছু অপারেশন যা Qa 
বিটওয়াইজ অপারেটর সচরাচর ব্যবহার করে থাকি ^ বিট নিয়ে কাজ করে। আমরা 


H H r হল: ৷ ৰ | 
pitwise or), ^ (0155 7714. complement), <= রর | 
s, >> (shift 


রাখি 


( 


right) ৷ 
<< হল left shift. আমরা জানি 5 হল ICS 101. এখন একে 


i ৰ ত 3 ঘর বামে শিফট 
Ft) করা মানে হলো এর ডানে ওটি 0 বসানো অর্থাৎ 101000) - a : 
bo দশমিকে দিয়ে গুণ করা ৷ অৰ্থাৎ এখানে আসলে আমরা 5 কে 2) নিতে ডালে) বসানো 
অন্যদিকে right shift হল কিছুটা left shift এর মতোই তবে পার্থক্য deb 
101 (বাইনারি) কে আমরা যদি i হলো এটি আসলে ডান 
দিকে যায়। যেমন ডানে এক ঘর সরাই তা হলে এটি 
A এচ হবে 10, দই 
ঘর সরালে 1. তিন বা এর বেশি ঘর সরালে হবে 0. খেয়াল কর এগুলো কিন্তু 1 
লেখা। এখন কাহিনি হল আমার জানা মতে 5. 8 লেখার থেকে 5 << 3 লিখলে দ্ৰুত কাজ করে ।বা 
একইভাবে 5/2 লেখার থেকে 5 ৯৯ L দ্ৰুত কাজ করে। কিন্তু তাও আমরা তা সাধারণত লেখি 
৩৫লাখনা। 
কারণ সাধারণত প্রোগ্রামিং প্রতিযোগিতায় এ এতো low level এ আমাদের অপটিমাইজ করার 
প্রয়োজন হয় না। আমরা এসব ব্যবহার করি যখন আমরা বিটমাস্ক (bitmask) নিয়ে কাজ করি। 
মানে ধর আমাদের 7টি জিনিস আছে। এর ভেতরে কে কে আছে কে কে নাই এটা বুঝাতে আমরা 
॥টি( _ 1 ব্যবহার করতে পারি। আর এই n যদি খুব ছোট ধর 20 এর মতো হয় তাহলে আমরা 
int এর 32 বিটের শেষ 20 বিট ব্যবহার করে এই আছে কি নাই জিনিসটা প্রকাশ করতে পারি। 
এই আছে কি নাই state টি manipulate করার জন্য আমরা left shift, right shift এবং 
সেই সঙ্গে bitwise and, or, xor এসব ব্যবহার করে থাকি। আরও বেশি কিছু বলার আগে চল 
আমরা and, or এসব সম্পর্কে জেনে নেই। 
লজিকাল অপারেটরের মতো and এর মান 1 হবে যদি উভয়ের মানই 1 হয়, or এর মান 1 
হবে যদি দুটির যেকোনো একটির মান 1 হয়, ~ এর মান 1 হয় যদি ওই বিটের মান 0 হয় ( কিন্তু 
একটি সংখ্যার উপর হয়, অর্থাৎ এটি ইউনারি অপারেটর বা unary operator), xor এর মান 1 
হয় যদি দুটির একটির মান 1 হয় (উভয়েই 1 হলে কিন্তু হবে না)। যেমন 101081100 = 1000, 
1010/1100 = 1110, 1010^1100 = 0110. আর যদি 1100 এর ~ করতে হয় তাহলে ব্যপারটা 
নির্ভর করবে 1100 এর ডেটা টাইপের উপর । যদি int হয় তাহলে 28 টি 1 এর পর 0011. Long 
long হলে 60টি 1 এর পর। তবে আমি পারতপক্ষে ব্যবহার করি না। কারণ সত্যি কথা বলতে 
এই যে বললাম 28 টি 1 হয় এটা আমি থিওরীর উপর ভিত্তি করে বলেছি। বাস্তবে আসলেই তাই হয় 
না তা আমার জানা নেই। কারণ আমার মন বলে যে signed বা unsigned ভেদে deus 
কী দা হবে (নাও হতে পারে)। আমি চাইলে বই লেখার সময়ে দেখে নিশ্চিত হয়ে নত ক | 
কী দরকার? এটা না ব্যবহার করেই আমার কাজ চলে যায়। কনটেস্টের সময় 3 qe 
কী দরকার আছে? 


গুণ করছি। 


যাই হোক, এখন বলিবি য়াইজ অপারেশনেরর কিছু বহুল | 801 << i)) 
তুমি বের করতে চাও যে তম বিট on নাকি off. তাহলে তোমাকে দেখতে তত হবে। যদি 
এটি কী 0 কি না। যদি তুমি তম বিট on করতে চাও তাহলে (910. << i) ক? 


৪৭ 


Li 


toggle করতে চাও তাহলে xor. A KeA RABH ce চাও তাহলে আমি যা করি তা হু 
প্রথমে দেখি যে ॥তম বিট on আছে কি না। যদি on থাকে তাহলে toggle করি। আর যদি 

থাকে তাহলে তো কিছু করার দরকার নেই ৷ আরেকটি জিনিস প্রায়ই কাজে লাগে আর তা হলো 

/টি বিট যেমন আছে তেমন রেখে বাকিগুলো off করে দেওয়া সেক্ষেত্রে (০8401 «eg m 
করলেই হয়। কেন? কারণ (1 << k) হলো একের ডানে টি শূন্য। (1 << &) = Da 
হলো /টি এক (যেমন বাইনারিতে 1000 — 1 = 111) সুতরাং এটি দিয়ে যদি and করি হন 
আমার শেষের টি ঘর যেমন ছিল তেমন থাকবে, বাকি সবাই শূন্য হয়ে যাবে। মোটামোটি এইজ 
কাজ করতে পারলেই তুমি বিট দিয়ে যাবতীয় সব কাজ করতে পারবে। এসব জিনিস কাজে লাগে 
মূলত দুটি জায়গায়। একটি হলো বিটমাস্ক ডায়নামিক প্রোগ্রামিং (dynamic Programming 
আরেকটি হলো ছোট n এর জন্য ইনক্রুশন এক্সকুশন (inclusion exclusion) করার সময়। 
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অধ্যায় ৩ 
_ গণিত 


৩.১ সংখ্যাতত্ত্ব (Number Theory) 


৩.১.১ মৌলিক সংখ্যা (Prime Number) 


Prime Number কে বাংলায় মৌলিক সংখ্যা বলে। একটি সংখ্যা n কে মৌলিক বলা হয় যদি 
ওই সংখ্যাটি 1 এর থেকে বড় হয় এবং 1 বা? ছাড়া আর কোনো ধনাত্মক সংখ্যা দিয়ে বিভাজ্য না 
হয়। এখন যদি একটি সংখ্যা n দিয়ে বলা হয় এটি মৌলিক কি না- তুমি কীভাবে সমাধান করবে? 
মোটামুটি সংজ্ঞা থেকেই বোঝা যায় কীভাবে করা উচিত। অবশ্যই ॥ এর থেকে কোনো বড় সংখ্যা 
দিয়ে n. কে ভাগ করা যায় না। সুতরাং যদি 2 হতে n _ 1 এর মাঝের কোনো একটি সংখ্যা দিয়ে n 
নিঃশেষে বিভাজ্য হয় তাহলে n মৌলিক নয়। সুতরাং আমরা এই আইডিয়ার উপর ভিত্তি করে যদি 
মৌলিকত্ব (primality) যাচাই করার জন্য একটি ফাংশন লিখি তা দাঁড়াবে কোড ৩.১ এর মতো। 


কোড ৩.১: isPrime1.cpp 
1 if prime, otherwise 0 


এখন এর টাইম কমপ্লেক্সিটি ক৬/৪৫[হএভেভী "m কোডটি সবচেয়ে বেশি 
নিবে যদি এটি মৌলিক হয়। সেক্ষেত্রে for লুপটি n — 2 সংখ্যকবার চলবে, সুতরাং এর টাই 
কমপ্নেক্সিটি O(n). এখন আমরা ধীরে ধীরে এই টাইম কমপ্লেক্সিটিকে কমানোর চেষ্টা করব 
কীভাবে? তোমরা ভাবতে পার, আচ্ছা আমরা তো জানি, 2 বাদে কোনো জোড় সংখ্যা 
নয়। সুতরাং For লুপটি তো শুধু facere সংখ্যার উপর দিয়ে চালালেই হয়! ভালো বুদ্ধি। তাহলে 
আমাদের রানটাইম (বা টাইম কমপ্নেক্সিটি) কত হবে? O(n/2) আর আমরা বলেছি আমরা সং 
ধ্ৰুবক সহগ (constant coefficient) পদকে বাদ দেই। তাহলে এভাবে করলেও আমাদের 
রানটাইম O(n) ই থাকে। হ্যাঁ, অর্ধেক হবে কিন্তু এটি আমাদের অর্ডার নোটেশনে কোনো ব্যাপারই 
না। তাহলে আমরা কীভাবে কমাবো? একটু চিন্তা করলে দেখবে যে, যদি এমন কোনো এ খুঁজে পাও 
যা ॥ কে ভাগ করে তাহলে তুমি আরও একটি সংখ্যা কিন্তু খুঁজে বের করে ফেলেছ যেটা n কে ভাগ 
করে: n/d. অর্থাৎ কোনো একটি সংখ্যার গুণনীয়ক (divisor) গুলো সবসময় জোড়ায় জোড়ায় 
থাকে। যেমন n = 24 হলে এর গুণনীয়কগুলো হচ্ছে: 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24 এবং তারা 4টি 
জোড়ায় আছে: (1, 24), (2, 12), (3, 8), (4, 6). একটু চিন্তা করলে দেখবে প্রতিটি জোড়ার ছোটটি 
সবসময় < ৬%৷ হবে। কেন? এটি সরাসরি প্রমাণ করা মনে হয় একটু কঠিন হবে, কিন্তু proof by 
contradiction এ কিন্তু খুবই সোজা । মনে কর ছোটটি ৬ এর থেকেও বড়, তাহলে ওই জোড়ার 
বড়টি তো বড় হবেই! আর জোড়াগুলো এমনভাবে বানানো হয়েছে যেন তাদের গুণফল n হয়। কিন্ত 
দুটি ৬% এর থেকে বড় সংখ্যার গুণফল কীভাবে n হয়? অতএব জোড়ার ছোটটিকে অবশ্যই ১ 
এর সমান বা ছোট হতে হবে। অন্যভাবে বলা যায় যে যদি কোন n মৌলিক না হয় তাহলে তার / 
এর থেকে ছোট একটি গুণনীয়ক থাকবেই। সুতরাং আমাদের আর কষ্ট | Bond 
রাং র আর কষ্ট করে n _ 1 পর্যন্ত লুপ না 
চালালেও হবে, আমরা চাইলে / পর্যস্তলুপ চালিয়েই বলে দিতে পারি যে॥ মৌলিক কিনা 
আমরা যদি কোড করি (কোড ৩.২) তাহলে আমাদের রানটাইম হবে O ( /7 
করতে পার যে আমরা আমাদের For লুপের শর্তটি i xi < n লিখেছি, i =h ygan. 
কিছু কারণ আছে। প্রথমত, বার বার বৰ্গমূল হিসাব করা মহ রা রা Ta 
কমপ্লেক্সিটির দৃষ্টিকোণ থেকে)। দ্বিতীয়ত, double ডেটাটাইপ ব্যবহ রর টাইম 
loss হয়। এর ফলে sqrt(9) = 3 না হয়ে 2 9999999 বহার করলে কিন্তু precision 
কিছু নেই। কিন্তু বার বার i + i করাও কেমন যেনো! বা 3.0000001 হলেও অবাক হওয়ার 
হওয়ার আগেই limit = sqrt(n + 1) করে নিতে প 
বার বার বৰ্গমূলও বের করা লাগবে না, গু 
5010) না করে sqrt(n + 1) করল 


4 uU returns 1 if prime, "Emise o ৪3 ৰ 


rwise 0 — 
২ int isPrime(int n) 
৩1 
৪ if (n <= 1) return 0; 
" for (int L2 TW i <= n; i) 
৬ if (n * i == 0) 
q return 0; 
৮ return 1; 
৯ } 


NP কি উন্নতি করা যাবে রানটাইম? হ্যাঁ যাবে আসলে এটি O (lo x -— 
' gn) সময়েই করা যাবে! 
কারও যদি এতে আগ্রহ থাকে তাহলে ইন্টারনেটে খোঁজ করে দেখতে পার। | 


সীভ অব ইরাটোসথেন্স (Sieve of Eratosthenes) 


এটি মৌলিক সংখ্যা কে বের করার একটি দ্রুত উপায়। তোমরা লক্ষ করলে দেখবে যে আগের 
0(7) আযালগরিদমে আমরা যা করেছি তা হলো কোনো একটি সংখ্যা নিয়ে তা মৌলিক কি না 
সেটা বের করেছি। কিন্তু এর ফলে যা হয় তা হলো, একটি সংখ্যা মৌলিক কি না তা যাচাই করার জন্য 
অনেক সংখ্যা দিয়ে ভাগ করে করে দেখতে হয়। তবে এই কাজটা যদি আমরা ঘুরিয়ে করি? অর্থাৎ 
কোনো একটি সংখ্যাকে কে কে ভাগ করে এটা না দেখে বরং এই সংখ্যা কাকে কাকে ভাগ করে 
সেটা যদি দেখি তাহলেই আমাদের কাজ অনেক কমে যাবে। কারণ, এখানে আমরা শুধুমাত্র ওইসব 
ংখ্যার জোড়া নিচ্ছি যারা একে অপরকে ভাগ করে। সীভ (Sieve) এর আযালগরিদমে ঠিক এই 
কাজটিই করা হয়। এর মাধ্যমে তোমরা 1 হতে n এর মধ্যের সব মৌলিক সংখ্যা বের করে ফেলতে 
পারবে। শুধু তাই না, এই সীমার মধ্যের কোনো সংখ্যা দিলে সেটা মৌলিক কি না সেটাও অনেক 
দ্ৰুত বলে দিতে পারবে। আ্যালগরিদমটি কিন্তু খুবই সহজ! তুমি 2 হতে n পর্যন্ত সব সংখ্যা লিখ, 
এরপর প্রথম থেকে শুরু করো, একটি করে সংখ্যা নিবে আর তার থেকে বড় তার যতগুলো গুণিতক 
(multiple) এখনও কাটা হয় নাই তাদের কেটে ফেল! এভাবে একে একে সব সংখ্যা নিয়ে কাজ 
করলে তোমার কাছে যেসব সংখ্যা অবশিষ্ট থাকবে সেগুলোই হলো মৌলিক এবং এর বাইরে ! হতে 
n এর মাঝে কিন্তু আর কোনো মৌলিক সংখ্যা নেই! তুমি কিন্তু এই কাটাকুটির কাজটা Vn ES 
করতে পার! অৰ্থাৎ তুমি যে একটি করে সংখ্যা নিয়েছিলে (ধরা যাক ) আর তার সব গুণিতক কে 
ফেলেছো, এই কাজটা i > yn এর জন্য করার দরকার নেই। কারণ এরকম সংখ্যার যতগু 
গুণিতক আছে 1 হতে n এর ভিতরে তারা সবাই ইতিমধ্যে কাটা হয়ে গেছে। এমনকি তোমার 
আসলে যে কোনো | এর জন্য 25,3. .. এরকম সব গুণিতক কাটার দরকার নেই। | 
আমরা টে ৩.১ এ এই আালগরিদমটি সিমুলেশন (simulation) করে দেখালাম। বানটাইম 

তোমাদের সুবিধার জন্য এর কোড ৩.৩ এ দেওয়া হলো। এই আযালগরিদমের ? 


৫১ 


টেবিল ৩.১: ॥ = 10 A RUE চালিগরিদমের সিমুলেশন 


1 — পালত মে 


প্রমাণটা বেশ কঠিন। আগ্রহ থাকলে ইন্টারনেট তো আছেই! কোড ৩.৬ 
= সস তোমরা একটি মৌলিক সংখ্যার তালিকা পাবে এবং mark আযারে থেকে 


বলতে পারবে কোনটি মৌলিক আর কোনটি মৌলিক নয়। 


কোড ৩.৩: sieve.cpp পপ 
৮৪১০৮৪৮৪৬৮১ pote 4 


($ // I prefer vector — 
3 int Prime[300000], nPr পে 
© // 1 if not prime, 0 if prime | : - : 
B int mark[1000002]; p es | 


৫ 
© void sieve(int n) | 
4 ( r 
৮ int i, j, limit = sqrt(n 8 1.) + 2; 1 
> x3 
১০ // 1 is not prime. you can also mark 0 E 
১১ 012] = 1; E. 
১২ // almost all the evens are PDT এ টা 
5» tor G = 4; i4 aini — 5৪ 
& E : hs 4 
15 ৮» ^" 


[ ple cutting" | | 
rx even a 


www.pdfjagat.com 


35 // i is prime 

২২ Prime[nPrime*4] = i, 
২৩ ৰ 
২৪ 


॥ 
// if we don't do it, following 


৫ ৰি | 
» // i i may overflow 
Mn if (i <= limit) 
av 
" // loop through all odd multiples of i 
" // greater than i ॥ 3 
áj for (j "4 এঃ) 5770-45-78 ত) 
৩২ | 
তত // mark j not prime 
৩৪ mark[j] = 1; 
৩৫ ) 
৩৬ ) 
৩৭ ) 
৩৮ ) 
T িিকি ক যানি তরফ দাম গান চারা 


কোড ৩.৩ এ আমরা আসলে এক সঙ্গে অনেক কিছু অপটিমাইজ করেছি। প্রথমত 2 ছাড়া যেহেতু 
কোনো জোড় মৌলিক সংখ্যা নেই তাই আমরা যখন লুপ চালাবো তখন শুধু বিজোড় সংখ্যার উপর 
লুপ চালাবো (লাইন 18)। আর 2 দিয়ে তো কেবল অন্য সব জোড় সংখ্যা কাটা যায়, সেই কাটার কাজ 
আমরা আলাদা একটি লুপে করে ফেলেছি (লাইন 13)। এটা যদি না করতাম তাহলে শুধু শুধু জোড় 
সংখ্যার উপর দিয়ে লুপ চলবে। শুধু বলছি কারণ 2 বাদে বাকি জোড় সংখ্যার জন্য কোড পরের if 
কে (লাইন 20) অতিক্রম করতে পারবে না। এই অপটিমাইজেশন না করলে খুব একটা মনে হয় যায় 
আসে না। যাই হোক, যদি আমরা দেখি i কাটা যায়নি (লাইন 20) তাহলে আমরা এর গুণিতকগুলোর 
উপর লুপ চালিয়ে তাদের কেটে ফেলি (লাইন 31 — 35) ৷ আর কাটা যায়নি মানে হলো সে মৌলিক 
এবং তাকে আমরা মৌলিক সংখ্যার আযারেতে ঢুকিয়ে দেই (লাইন 23)। অর্থাৎ আমরা বলতে পারি 
আমরা কেবল মৌলিক সংখ্যা দিয়েই কাটার কাজ করব, মৌলিক নয় এরকম কোনো সংখ্যাতে 
এস আগেই সেটি অন্য কাউকে দিয়ে কাটা হয়ে গেছে! একটা উদাহরণ দেওয়া যাক। তি 
সংখ্যা হলো? X pa. এখন p, আর po এই দুটি মৌলিক কিন্তু আমাদের pi X pa এর 
হোট। তাই, x pa কিন্তু? বা? এর গুণিতক যখন কেটেছি তখনই কেটে ফেলেছি। তাই ভেতরের 
॥ কমা মৌলিক সংখ্যার ক্ষেত্ৰেই চলবে। আবার মনে কর আমরা এ 
Sc. NRI Di X pi এর থেকে ছোট সব p; এর গুণিতকের কিন্তু অবশ্যই pi 
মৌলিক উৎপাদক আছে। তাই আসলে/। x p, এর থেকে ছোট গুণিতকদের ০০টি 
আমরা p, x p, থেকে শুরু করতে পারি। মনে কর pid একটি গু 


৫৩ 


| | 91717858413... _ 
তাহলে এর পরের গুণিতক হবে a + pi. কিন্ত = 
দরকার নেই তাই আমরা p, x p, attis দূরে গিয়ে গুণিতক w, 
ভাবে কিছু কাটা হয়ে গেলে আমরা সব মৌলিক সংখ্যা পেয়ে | আমরা ফের 
ভিডি তাদেরকে একটি etc বা ভেক্টর (vector) এ ঢুকিয়ে 


ংখ্যার জন্য if এর শর্তটি সত্য হয় ) 
পারলো | হতে n এর মাঝের সকল মৌলিক সংখ্যার একটি তালিকা পেয়ে যাব (যে 
আমাদের কোডে Prime আযারে)। একটা জিনিস, অনেকের ali++] এর মানে বুঝতে সমস্যাই 


আমি আসলে আগের অধ্যায়ে pre-increment(++i) আর post-increment(i++) নিয়ে খু 
সংক্ষেপে কথা বলেছি। এখন আরেকটু বলা যাক। Pre-increment মানে হলো আগে। এর মা 
বাড়াবে এর পর পুরো লাইনকে execute করবে। যেমন মনে কর % এর মান 3 থাকা অবস্থাতে 
আমরা লিখলাম y = ++১. তাহলে আগে % এর মান বেড়ে 4 হবে এরপর y এ £ এর মান বসানো 
হবে, অর্থাৎ y এর মানও 4 হবে। কিন্তু আমরা যদি post-increment ব্যবহার করি অর্থাৎ y ২ 
॥++ তাহলে আগে y এ % এর মান বসবে, মানে 3. এরপর % এর মান বেড়ে 4 হবে। 3[|++] « 
3 মানে হলো ali] = 3 এবং? এর মান এক বেড়ে যাওয়া। অর্থাৎ আমাদের সীভ ফাংশন শেষে 
nPrime এ আমরা 1 হতে n এর মধ্যে কয়টি মৌলিক সংখ্যা আছে তা পেয়ে যাব। আর Prime 
এর আযারে তে তুমি সব মৌলিক সংখ্যাগুলো পেয়ে যাবে । সেই সাথে তুমি mark এর আযারে দেখে 
খুব দ্রুত বলে দিতে পারবে যে কোন একটি সংখ্যা মৌলিক কি না। যদি mark[i] এর মান 1 হয় এর 
মানে এটি মৌলিক নয়, আর 0 মানে হলো মৌলিক সংখ্যা। অনেকে মনে করতে পারে এই কোডটা 
আরও সহজ ভাবে করা যেতো। হ্যাঁ হয়তো আমি চাইলে মৌলিক সংখ্যার তালিকা বানানোর কাজ 
নাও করতে পারতাম, বা হয়তো জোড় সংখ্যার কেইস আলাদা করে কোড নাও করতে পারতাম 
কিন্তু যেহেতু মাঝে মাঝে এসব আসলেই করা লাগে তাই আমি একবারেই সব কিছু দেখিয়ে দিয়েছি। 
তোমরা চাইলে তোমাদের পছন্দ মতো সীভের কোড করে লাইব্রেরীতে রাখতে পারো যাতে যখনই 
দরকার হবে তখনই কপি-পেস্ট করতে পার। কিন্তু ছোট থাকতে আসলে এই কপি-পেস্ট করা উচিত 
না, তাহলে লাইরেরী কাছে না থাকলে কোড করা খুব কষ্টকর হয়ে যাবে। শেষ করব Prime a 
এর সাইজ নিয়ে কথা বলে। অবশ্যই এই ত্যারের সাইজ ৷৷ এর সমান করার দরকার নেই, কারণ 
1 হতে? এর মাঝে? এর চেয়ে অনেক কম সংখ্যক মৌলিক সংখ্যা আছে। n এর মান যদি বেশ 
বড হয় তাহলে আমি মোটামুটি এর 10 ভাগের 1 ভাগ ডিক্রেয়ার করি। যদি সন্দেহ হয় তাহলে আমি 


যারে ছাড়া একবার কোড চালিয়ে দেখি যে nPrime এর মান কত হয়। এর 
! pu র পর সেইভাবে আমি 


যাই হোক, আশা করি সীভ মোটামুটি 
(variation) নিয়ে কথা বলা যায় | বোঝা গেছে। এবার সীভ এর দুটি ভ্যারিয়েশন 


৷ আমরা কিন্তু জানি 2 ছাড়া সব জোড় সংখ্যা এর mark 

| “ছার করে আমরা মেমোরীর ব্যবহার অর্ধেক করে ফেলতে 

রাখি না। আমরা চাইলে পারো এর প্রতিটি জায়গায় আমরা কিন্তু 0 আর । ছাড়া আর কিছু 
32টি সংখ্যার তথা ২৫ int 4 থাকা 32 বিটকে কাজে লাগিয়ে একটা ভ্যারিয়েবে 


US এবং ব্যবহৃত মেমোরীর পরিমাণ আরও 32 ভাগ করার 
৫৪ 


পারি। এরকম আরও কিছু অপড্ৰিক্িপ্জনঞ৪৪9পঞীআ৷মরা চাইলে 
খোঁজ করতে পারো। | | চাইলে ইন্টারনেটে yarin's sieve লিখে 


, segmented Sieve: অনেক সময় আমাদের ঠিক! d 

মৌলিক সংখ্যাগুলোর দরকার হয় যেখানে a, b হো i ja 104 titans sy is 

কিন্তু বাড়তি একটি শর্ত থাকে যে, b — a < 109. এসব ক্ষেত্রে আমরা [a b সীমায় -= 
চালাতে পারি। এর জন্য প্রথমেই আমাদের V পর্যন্ত সব মৌলিক সংখ্যা বের করে রাখতে 
হবে। এবার আমরা একটি আযারে নিবো b — a + 1 দৈর্ঘ্যের। প্রথম জায়গা হবে 3 এর 
marker, পরেরটা a + 1 এর এরকম করে শেষেরটা b এর। যদিও a, b অনেক বড় কিন্ত 
b — a কিন্তু অনেক ছোট। তাই আমরা চাইলেই b — ৫ + 1 দৈর্ঘ্যের একটি আযারে নিতেই 
পারি। এবার আমরা আগের মতো V৮ এর থেকে ছোট বা সমান মৌলিক সংখ্যাগুলি দিয়ে 
এর সীমায় কাটাকুটির কাজ করব (অথবা চাইলে 2 হতে V6 পর্যন্ত সকল সংখ্যা দিয়েও 
করতে পার তবে সেক্ষেত্রে একটু সময় বেশি লাগবে)। কাটাকুটি শেষে [9,৮] সীমার যেসব 
সংখ্যা এখনও কাটা যায় নায় তারা হলো মৌলিক সংখ্যা। 


অনুশীলনী 


. একটি সংখ্যাকে মৌলিক উৎপাদকে বিশ্লেষণ কর। অর্থাৎ এটি কোন কোন মৌলিক সংখ্যা 
দিয়ে বিভাজ্য এবং সেই সব মৌলিক সংখ্যার ঘাত (power) গুলো বের কর। 


৩.১.২ একটি সংখ্যার গুণনীয়কসমূহ 


তুমি যদি কোনো একটি সংখ্যার সব গুণনীয়কগুলো বের করতে চাও তাহলে কোড ৩.২ এর 
মতো 0(/7) এ খুব সহজেই সব গুণনীয়ক বের করে ফেলতে পার। ৬/ পর্যন্ত লুপ চালাবে আর 
দেখবে যে/কি॥ কে ভাগ করে কিনা করলে S n/i দুটি সংখ্যাই ৷৷ এর গুণনীয়ক। তবে ৷ ৬ 
এর ক্ষেত্রে একটু সাবধান থাকবে কারণ i = n/i. তাই যদি সাবধান না হও তাহলে গুণনীয়কের 
তালিকাটা একটু বড় হয়ে যেতে পারে আর কি! এখন কথা হলো আমরা কি সীভ আ্যালগরিদমকে 
পরিবর্তন করে 1 হতে ॥ পৰ্যন্ত প্ৰতিটি সংখ্যার সব গুণনীয়ক বের করতে পারি? অবশ্যই! তবে 
এটির রানটাইম কোডটি দেখানো হলো। এখানে তেমন কিছুই 


যদি মনে কর যে মেমোরী তো অনেক 
nlog n এর বেশি না। আমরা এই 


cs wwwsdfjdgáticotr s.cpp 


$ vectorcint» divisors [1000002]; 

3 

৩ void Divisors(int n) 

8 ( 

৫ int ài, 3! | 
MI for (i = 1; i <= n; i**) 
" for (j = i; j <= n; j += 1) 

৮ divisors[j].push.back(i); 

৯ } 


প্রশ্ন হতে পারে কেন টাইম কমপ্লেক্সিটি n log n? খুব সহজ! 1 হতে n পর্যন্তঃ এর গুণিতক হলে 
মোট n/i টি ৷ আর সব $ এর জন্য যদি তুমি n/i যোগ কর তাহলে এটি মোটামুটিভাবে n logn 
gi 
ji ides MAS dea এদা ie kc RP es RUPE বি 
যোগফল বা গুণনীয়কের সংখ্যা দরকার হয়। আশা করি কীভাবে করবে তা বুঝতে পারছ! লিশ্টে 
গুণনীয়কগুলি না ঢুকিয়ে আমরা গুণনীয়কগুলি যোগ করব বা গুণনীয়ক পেলে counter এক করে 
বাড়ায়ে দিব। শেষ! 
কোনো একটি সংখ্যার গুণনীয়ক নিয়ে যখন সমস্যা থাকে তখন আরেকটি উপায় বেশ কাজে 
লাগে। ধরা যাক, n = pip? -pe এখানে p; হলো মৌলিক সংখ্যা। একে কোনো একটি 
সংখ্যার মৌলিক উৎপাদকে বিশ্লেষণ বলে। এখন চিন্তা করে দেখ, ৫ কে যদি n এর গুণনীয়ক হতে 
হয় তাহলে তার কী কী বৈশিষ্ট্য থাকতে হবে। প্রথমত, d এর ভেতরে p; ছাড়া আর কোনো মৌলিক 
উৎপাদক থাকা যাবে না। দ্বিতীয়ত, p; এর ঘাত (power) কিন্তু ৭, এর থেকে বেশি হতে পারবে 
না। অর্থাৎ: d = 71. ../% যেখানে 0 < b; < a এই সমীকরণ থেকে আমরা বলে দিতে 
পারি n এর গুণনীয়ক কয়টি আছে (NOD = Number of Divisor) বা তার গুণনীয়কগুলোর 
যোগফল কত (SOD = Sum of Divisor)! 


NOD(n) = (a + 1)(৫2 + 1)... (৫৮471) 
SOD(n) = (pp + gj «b ৪৯০৪) ৫৭৮৮ pt)... (৮) + ৮; +... p) 


দি: i pun £3 pin * 


"rM s. 
a, এর ভিতরে যেকোনোটি বুঝাই যাচ্ছে তাই না? কারণ p, এর 


1” হতে পারে, অর্থাৎ এ, + 1 রকম। এভাবে প্রতিটি ঘাত কত রকম হে 


anere 


১তোমরা 


p কে সুত্রের 

গেছি। যেমন মনে কর 

চাচ্ছি 12 এর SOD. 12 = 2 x 3 , তাহলে 500(12) হবে (20 + 21 + পা ES 
3031 í 130 2131 i 2230 92: | i i ) 9 4-3 )বা 

20304 203 4-23 + 7 + 2^3 বা।+3+2+6-+4+12. দেখলে তো কীভাবে 

সবগুলো পাওয়া গেলঃ - 


৩.১.৩ গ.সা.গু. (GCD) ও ল.সা.গু. (LCM) 


গ.সা.গু. এর পূর্ণ রূপ হলো: গরিষ্ঠ সাধারণ গুণনীয়ক বা ইংরেজীতে যাকে বলে Greatest 
Common Divisor(GCD) অর্থাৎ তোমাকে কিছু সংখ্যা দেওয়া থাকলে তাদের গ.সা.গু. হলো 
সবচেয়ে বড় সংখ্যা যা এদের সবাইকে ভাগ করে। অন্যদিকে ল.সা.গু. এর পূর্ণ রূপ হলো: 
লঘিষ্ঠ সাধারণ গুণিতক বা ইংরেজীতে Least Common Multiple(LCM) i কিছু সংখ্যা দেওয়া 
থাকলে তাদের ল.সা.গু. হবে সবচেয়ে ছোট ধনাত্মক সংখ্যা যাকে সবাই ভাগ করতে পারে। যেমন 
আমাদের যদি (12, 42, 54) দেওয়া থাকে তাহলে এদের গ-সা.গু. হবে 6 আর ল.সা.গু. হবে 756. 
আমরা ছোট বেলাতে একটি মজার সূত্র শিখে এসেছি। সৃত্রটা হলো যদি ৫ এবং b সংখ্যা দুটির 
গ.সা-গু. 9 এবং ল.সা.গু. / হয় আমরা বলতে পারি: a x b = 9 x 1. সুতরাং আমরা যদি দুটি 
সংখ্যার গ-সা.গু. বের করতে পারি তাহলে ল-সা.গু. খুব সহজেই বের হয়ে যাবে। প্রশ্ন হলো আমরা 
গ-সা-গু. কীভাবে বের করব? একটি উপায় হলো ৫ ও b এর মধ্যে যেটি ছোট সেই সংখ্যা থেকে শুরু 
করে ! পর্যন্ত দেখা, যেই সংখ্যা দিয়ে ৫ এবং b উভয়েই প্রথম ভাগ যাবে সেটিই তাদের গ.সা.গু.। 
কিন্তু এর রানটাইম O(n). এর থেকে ভালো উপায় কিন্তু তোমরা জানো, ছোটবেলায় স্কুলে থাকতে 
শিখেছ সেটি হলো ইউক্লিডের পদ্ধতি। মনে কর আমাদের এ আর D দিয়ে বলা হলো এদের গ.সাণণু. 
বের করতে হবে । আমরা প্রথমে ৫ কে b দিয়ে ভাগ দিব। যদি নিঃশেষে ভাগ যায়, তাহলে ১ ই গ.সা-গু. 
কারণ b এর থেকে বড় কোনো সংখ্যা কিন্তু b কে ভাগ করে না (যদিও ৫ কে ভাগ করতে পারে)। 
এখন যদি b দিয়ে এ ভাগ না যায়, সেক্ষেত্রে আমরা ভাগশেষ c বের করব ৫ = k- bte. এই €কিন্ত 
b এর থেকে ছোট হবে! (a < b হলে কী হবে তা চিন্তা করে দেখতে পার!) এবং একটি সংখ্যা যদি 


2 ও কে ভাগ করে সেটা এই সমীকরণ অনুসারে c কেও করবে। সুতরাং আমরা এখন ৮ ও c এর 
"21.6. বের করব। আগে ছিল এ ও b এখন এদের একটি সংখ্যা ছোট হয়ে c হয়ে গেল। সুতরাং 
এই কাজটা যদি মরা বার বার করতে থাকি এক সময় আমরা গ.সা.গু. পেয়ে যাব। তোমাদের 
"নে হতে পারে যে অনেক বার এই কাজ করতে হবে! আসলে কিন্তু তা না। এটার প্রকৃত রানটাইম 


বুঝবে না তবে এটুকু বিশ্বাস করতে পার যে long long ডেটাটাইপে 
[দের যদি গ.সা.গু. বের করতে বলা হয় তাহলে 100 ~ 


৫৭ 


বেশি আসলে লাগবে না। ১ [লাগার — ও < - 
তবে যদি সংখ্যা দুইটির একটি যদি 0 হয় তাহলে বস্তু এ পদ্ধতি ৰ ma 
94) run time error দিবে)। আশা করি সেক্ষেত্রে কি করবে তা ৰ 


(দেজ তাহান ৰ না করে ৮ == Q 
করতে পারবে? তাও বলি, একটি উপায় হলো ০%) == 0 চেক চেক করা ধু 


যদি সত্যি হয় তাহলে ৭ কে রিটার্ন করা। 


কোড ৩.৫: 900.099 


nt gcd(int a, int b) 


i 
if (a $ b == 0) return b; // if b divides a, b is gcd 
return gcd(b, a % b); // if not, find gcd of b and a $; 


১ 

২ 
৩ 
8 
t} 
তাহলে আমরা এভাবে দুইটি সংখ্যার গ.সা.গু. বের করতে পারি। একাধিক সংখ্যার গ.সা. 

বের করার জন্য আমাদের যা করতে হবে তা হলো প্রথম দুইটির গ.সা.গু. প্রথমে বের করব। এরগর 

তার সঙ্গে তৃতীয় সংখ্যার গ.সা.গু. এরপর তার সঙ্গে চতুর্থ এভাবে ৷ আর ল.সা.গু.? আমরা উপরের 
দেখে আসা সুত্র ব্যবহার করে দুইটি সংখ্যার ল.সা.গু. পাব। এরপর প্রথম দুইটি সংখ্যার ল.সা.গুর 
সাথে তৃতীয় সংখ্যার ল.সা.গু. বের করব এভাবে আমরা অনেকগুলি সংখ্যার ল.সা.গু. বের করে 
ফেলতে পারি। 


৩.১.৪ অয়লার এর টোশেন্ট ফাংশন (Euler's Totient Function - à) 
শুরুতেই আমরা জেনে নিই টোশেন্ট ফাংশন (Totient Function) কী জিনিস। 
9(%) = n এর থেকে ছোট বা সমান এমন কতগুলো সংখ্যা আছে যা N এর সঙ্গে সহমৌলিক (coprime 


সহমৌলিক অর্থ হলো তাদের কোনো সাধারণ গুণনীয়ক নেই (অবশ্যই 1 এর থেকে বড় গুণনীয়র 
এর কথা বলছি)। যেমন, %(12) = 4 কারণ 2, 3, 4,6,8,9, 10, 12 এই আটটি সংখ্যার সঙ্গে !! 
এর কোনো না কোনো সাধারণ গুণনীয়ক আছে। 12 এর থেকে ছোট বাকি 1,5, 7, 11 এই চারট 
সংখ্যার সঙ্গে কোনো সাধারণ গুণনীয়ক নেই। SOD, NOD এর মতো এরও একটি সুত্র আহে৷ 
যদি = p?! pf? . .. pi^ হয় তাহলে: 

Ug (1 F 3 

Pk 


৫৮ 


মতো কি এক্ষেত্রেও 1 হতে n এর ৫ এর মান দ্ৰুত বের করা সম্ভব? অবশ্যই সম্ভব, প্রতিটি মৌলিক 
সংখ্যা? এর জন্য এর গুণিতকে গিয়ে তাকে?) দিয়ে ভাগ ও p — 1 দিয়ে গুণ করলেই হবে। এভাবে 
1 হতে n পর্যন্ত সব মৌলিক সংখ্যার জন্য এই কাজ করলেই আমরা সব সংখ্যার % এর মান পেয়ে 
যাব। (কোড ৩.৬) 


কোড ৩.৬: sieve phi.cpp 


$ int phi[1000006], mark [1000006]; 

২ 

৩ void sievephi(int n) 

8 1 

৫ int irig 

৬ 

৭ // initialization 

৮ for (i- 1; i «- n; i**) phili] = i; 
৯ 

১০ 1283. [1] = 1; 

১১ mark[i] = 1; 

১২ 

১৩ for (12 2; i < n; 3++) 

»8 if (!mark[il]l) // if i is prime 

১৫ 

১৬ for (j =; 91813, 5 52117 j wed) 
১৭ { 


১৮ mark [j] ; 


"y 
pc " 


; লি 1 h ফাংশনের " না হয় তাহলে তো মৌলিক 
বহা করে খুব সহজেই কোনো একটি নিৰ্দিষ্ট এর জন্য 
| কোড ৩.৭ এ দেওয়া হলো। কেন এই কোড কাজ করে 


য় ছোট যেইস 

দেখা যাক ৷ গমৰ ণ]৭93ঘ80তাৰৰধ;। কে সবচেয়ে ই যা দিয়ে 
য় সেটি একটি মৌলিক সংখ্যা। আমরা যদি এর পরের মৌলিক সংখ্যা হের করতে 
বাম করনে) জনে এই নোলক নো পারের মৌলিক সো বোলা অন, 
ততবার ভাগ vae dre বের করতে পারি। এখন এই জায়গায় আমরা একটা অ M 


,খেয়াল কর এর N এর থেকে বড় কেবল একটিই মৌলিক উৎপাদ 
B US tamem ৬7% এর বেশি চালানোর দরকার নেই। লুপ শেষে যদি আর 
দেখি n এখনও 1 হয় নাই তার মানে এখন n এ যেই সংখ্যা আছে তা মূল n কে ভাগ করা আরেকটি 
মৌলিক সংখ্যা। এখানে একটা জিনিস লক্ষ্যনীয় আর তা হলো আমরা কিন্তু n এর মান পরিবর্জ 
করছি। সুতরাং প্রথমে যদিও আমরা মূল ॥ এর বৰ্গমূল পর্যন্ত চালাতে চাচ্ছিলাম কিন্তু এখন হয়নে 
পরিবর্তিত n এর বর্গমূল পর্যন্ত চালাচ্ছি। এতে কিন্তু কোন সমস্যা নেই। কারণ আমি যেই যুক্তিতে 
বলেছিলাম যে n এর বর্গমূল পর্যন্ত চালালেই হবে, সেই একই যুক্তিতে আমরা বলতে পারি এই 
পরিবর্তিত? এর বর্গমূল পর্যন্ত চালালেই হবে। একটু চিন্তা করে দেখ। 


কোড ৩.৭: loop phi.cpp 


3 int phi(int n) { EL 
3 int ret - n; ৰু 
৩ for (int i = 27 i B i <= n; i++) { - L 
8 if 8; % ৩7770 | 
€ // i is a prime dividing n. s 
t while (n & i 2-70) 4 ৮৫ 
৭ // divide all the factors of i | 
৮ n /= i; E 
: ) 1 
১০ // same as: ret m (1 — 1/5) | 
E ret — ret / i; 


১২ 
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এর কিছু ছোট খাটো বৈশিষ্ট্য জেনে রাখতে | 
z যদি p একটি মৌলিক সংখয়া হয় তাহলে H(p) ep, 
. যদি p একটি মৌলিক সংখ্যা হয় এবং n একটি ধনাত্মক স 


7১--1 


ৰ খখ্যা হয় তাহলে %(7%) = 
p. c 


; যদি a এবং m এর মাঝে কোনো সাধারণ উৎপাদক না থাকে অর্থাৎ যদি তারা সহমৌলিক 
P) i ; 

হয় তাহলে ৭%") = 1 mod m. এটি অয়লারের সুত্র (Euler's theorem) নামে 

পরিচিত। m যদি মৌলিক সংখ্যা হয় তাহলে আমরা লিখতে পারি "1! = 1 mod 7, 

এটি ফার্মার লিটল থেওরেম (Fermat's little theorem) নামে পরিচিত। | 


৩.১.৫ BigMod 


BigMod একটি অত্যন্ত গুরুত্বপূর্ণ পদ্ধতি। ধরা যাক তোমার কাছে অনেক লাল বল এবং সাদা 
বল আছে। তুমি? বার বোলিং করলে, প্রতিটি বল হয় সাদা বল দিয়ে করবে না হয় লাল বল দিয়ে৷ 
তুমিকতভাবে বল করতে পার? এখানে প্রতিটি বল করতে পারছ 2 ভাবে, সুতরাং সর্বমোট 2^ ভাবে 
বল করতে পারবে। কিন্তু ? এর বড় মানের জন্য এটা অনেক বড় সংখ্যা হয়ে দাঁড়ায়। সেজন্য প্রায় 
বেশির ভাগ সময়ে আমাদের সেই বড় উত্তর না চেয়ে mod 107 বা এরকম একটি সংখ্যা দিয়ে 
দেওয়া হয় যা দিয়ে mod করে উত্তর চাওয়া হয়। যেমন ধর তোমাদের জিজ্ঞাসা করলাম, 2100 
mod 7 কত? কী করবে? 2100 বের করে এর পর 7 দিয়ে ভাগ করে উত্তর দিবে? খেয়াল কর, 
219 কিন্তু long long ডেটাটাইপেও ধরবে না। তাহলে উপায়? তুমি চাইলে প্রতিবার গুণ করে 
সঙ্গে সঙ্গেই mod করতে পার, এতে করে উত্তরটা শুধু int ডেটাটাইপ ব্যবহার করেই পেয়ে যাবে! 
কিন্তু তোমাকে যদি 100 এর থেকে আরও বড়, অনেক বড়, ধর প্রায় 1015 দেওয়া হয়? তাহলে 
কি করা সম্ভব? হ্যাঁ করা সম্ভব এবং সমাধানের উপায়টিও অনেক সহজ। মনে কর তোমাকে 2100 
mod 7 বের করতে বলা হয়েছে। তুমি কী করবে, 2% mod 7 বের করবে, ধর এটি ৫, তাহলে 
2" mod 7 হবে (250 x 250) mod ? বা ((25 mod 7) x (250 mod 7) mod 7বা 
(a ৫) mod 7. অর্থাৎ তুমি তোমার কাজকে অর্ধেক করে ফেললে। তোমার এখন আর লুপ 
চালিয়ে 100 টি 2 গুণ করতে হবে না, 50 টি 2 গুণ করে এই গুণফলকে তার সঙ্গেই গুণ দিলে তুমি 
উত্তর পেয়ে যাবে। কিন্তু একইভাবে তোমার কিন্তু 50 বার গুণ করার দরকার নেই, 25 বার গুণ করে 
আবার সেই গুণফলকে তার সঙ্গেই গুণ করে গুণফল তুমি পেয়ে যাবে। কিন্তু এবার? বিজোড় সংখ্যার 
বেলায়? এবার তো আর অর্ধেক করতে পারবে না। তাতে কী যায় আসে! তুমি 2১ বের করে তার 
সঙ্গে 2 কে গুণ করতে পার। যেহেতু ঘাত বিজোড় বলে এই কাজ করছ সুতরাং এর পরের ধাপে 
কার অবশ্যই জোড় হবে এবং আবার তুমি 2 দিয়ে ভাগ করতে পারবে। আমি অবশ্য অন্য কাজ 

তা হলো 225 বের করতে বললে আগের মতো আর অর্ধেক মানে 25/2 = 12 এর জন্য মান 
E করি (integer division করছি) মানে 212 এবং আগের মতো একে আনি করে 
2 করে ফেলি। আর এর সঙ্গে একটা অতিরিক্ত 2 গুণ করে ফেলি তাহলে 2* পেয়ে যাব। এভাবে 


৬১ 


থাকলে এক সময় 0 যখন হয়ে যাবে তখন আমরা base কেইস খাটাতে পারব, অৰ্থাৎ আমরা 
যে 20 = 1 সুতরাং এবার আমরা আমাদের অন্য গুণগুলো করে আমাদের “তর বের করে ফেলছে 


কর আমাদের বের করতে হবে 2^, এর জন্য 
pum "LUN eet cit n তে হবে b = 2! [2/2 = [আছ 
— ÀÓ /9 = 0]. আমরা 0 ঘাত অর্থাৎ base কেইসে চলে এ 
এর জন্য বের করতে হবে c = 2" [1/2 = 0]. আমরা ! RI 1 x 2 = 2. একই ত 
সুতরাং আমরা জানি ৫ 1. তাহলে ৮ = 2! = 20x 2 — 4৭ একই 
12292291 x21 52x 2 ₹ 4. এবং সবশেষে 29 — 2 X2 x2—4x4x22$ 
যদিও এখানে mod এনে আরও প্যাঁচ লাগানো যেতো কিন্তু উদাহরণটা খুব সহজ রাখার জনা 
কোনো mod করা হলো না, তোমরা প্রতি গুণ এর শেষে যদি mod কর তাহলেই BigMod হয় 
০৮ কটা BI 
এখন তাহলে এই জিনিস কোড করব কীভাবে? ধরে নিই আমাদের কাছে এ ack Boy 
আছে যাকে a, b, M দিলে ৫১ mod M বের করে দেয়। সে যা করবে তা হলো সে আবার সেই 
Black Box কে a, b/2, M দিবে এবং সেই ফলাফল দিয়ে নিজের ফলাফল বের করবে। যদি 
বিজোড় হয় তাহলে অতিরিক্ত a গুণ করবে এই আর কি! আর এভাবে কতক্ষণ চলবে? যতক্ষণ 
না, b = 0 হয়। এখানে Black Box হলো একটি ফাংশন এবং এভাবে একটি ফাংশন এর ভেতর 
থেকে একই ফাংশন ব্যবহার করাকেই রিকার্সিভ ফাংশন (recursive Function) বলে যা আমরা 
আগের অধ্যায়ে দেখে এসেছি। আমরা কোড ৩.৮ এ এই প্রোগ্রামটি দিলাম। 


Ces cente f ra হোক, তে পাদ অনু কৰ 


কোড ৩.৮: bigmod.cpp 


nt bigmod(int a, int b, int M) 


mM 15 


> 

২ 

৩ if (b == 0) return 1 % M; 

8 int x = bigmod(a, b / 2, M); 

€ X — (x 8 x) $ M; 
৬ if(b % 2 == 1) x = (x E a) & M; 
9 return x; 
৮ 


daS এ 


à এই আ্যালগরিদমের রানটাইম হলো O(log n). কেন? কারণ প্রতিবার আমাদের ॥ দুভাগ 


হচ্ছে। মনে কর আমাদের মোট k সংখ্যকবার bigmod কে কল করতে হয় রিকার্সিভভাবে। এ 
বাঃন% হলো 2 এর মত সংখ্যা। অর্থাৎ? — 2* বা); = log, n. এজন্যই bigmod এর টাই 


ছোট ছোট ভাগে ভাগ করায় বায সমাধান জোড়া লাগিয়ে সমস্যার 
বড় বের করা হয়। আমি যখন BigMod দেখাই এর সঙ্গে আরও একটি সমন অহ ভা 


Sw-XR pi d M 
jaa +... +a mo বের করা। অবশ্যই এর আগের সমস্যার মতো 
pe p অনেক বড়। সুতরাং তুমি যে বার বার প্রতিটি পদ (term) এর উত্তর বের করবে তা 


খানেও কিন্তু এর আগের মতো বুদ্ধি খাটানো " 
হাৰ না। এখ ৯৯৯০০ সম্ভব। আমরা ৮ = 6 এর জন্য দেখি 


3 3 4 { 
Ipara +a 4-à * a^ = (1 + ৫. + a?) + ৫%(1 + a + a?) 


মনে কর আমাদের এই যোগফল বের করার ফাংশনের নাম bigsum. তাহলে b খাতের 
জন্য bigsum বের করতে আমরা ৮/2 ঘাতের জন্য bigsum এর সাহায্য নিতে পারি। এর সঙ্গে 
আমাদের bigmod এরও সাহায্য নিতে হবে উপরের a? বের করার জন্য। বিজোড়ের ক্ষেত্রে 
তোমরা চাইলে আগের মতো ০"; কে আলাদা করে বের করতে পারো আর বাকি যোগফলকে 
bigsum দিয়ে বের করতে পারো। সর্বমোট logn ধাপ করতে হয় bigsum এর এবং প্রতি 
ধাপে আমাদের bigmod এর জন্য আরও log n সময় দরকার হয়, সুতরাং আমাদের রানটাইম 
O((log n)^). এটা খুব একটা বড় cost না। কিন্তু তবুও আমরা এর O (log n) সমাধান শিখতে 
পারি। আমরা সমীকরণটিকে অন্যভাবে দুভাগ করার চেষ্টা করি। 


1+a +a + a? + a* + ৫১ = (1 ++ a? +a’) + a(1 + a? + ৫4) 
= (] + (a?) + (৫%)*) + ৫(1 + (a?) + (৫2)2) 
অর্থাৎ bigsum(a, b, M) বের করতে আমরা bigsum(a?,b/2, M) বের করব। a যেন 


পরবর্তীতে ওভারফ্লো (Overflow) না করে সেজন্য আমরা আসলে a? এর বদলে o? mod M 
পাঠাব। ৮ বিজোড় হলে আশা করি বুঝতে পারছ যে কী করব? তাও দেখাই: 


1 + ৫ + ৫2 +a? -- a^ = 11 a(1-- a + à? + a?) 


৩.১.৬ মডুলার ইনভার্স (48178198756) 


আগেই বলেছি অনেক হিসাবের উত্তর অনেক বড় আসে সুতরাং প্রায় সময়ই | 
বড় উত্তর না চেয়ে কোনো একটি সংখ্যা দিয়ে Toc v যতন ও যাও 
যদি যোগ, বিয়োগ, গুণ থাকে তাহলে কোনো সমস্যা হয় না, কিন্তু যদি ভাগ থাকে তাইলে 
সমস্যা হয়ে যায়, কারণ ? mod M এবং ? mo এক কথা নয়। উদাহরণ তো খুব সহস্র y 
mod 3 = 2 mod3 = 411! 0 দিয়ে ভাগ? ভয়ংকর কথা! তুমি যদি b দিয়ে ভাগ কঃ 
চাও তাহলে b- mod M বের করতে হবে এবং এটি দিয়ে গুণ করলেই / দিয়ে ভাগের কাজই 
যাবে। আমরা কিছুক্ষণ আগেই শিখে এসেছি যে M যদি মৌলিক সংখ্যা হয় তাহলে ৮-1 = ৷ 
mod M বা } = M mod M আর যদি মৌলিক সংখ্যা না হয় তাহলে ৮%) =; 
mod M বা ৮11) =b- mod M. তবে এই দুক্ষেত্রেই M এবং b কে সহমৌলিক হে 
হবে। আর তোমরা তো জানোই কীভাবে 4 £ mod M বা ৮%(M)-! mod M বের কর 
পারব? BigMod! 

যদি M আর b সহমৌলিক না হয়? তাহলে এর কোনো নিৰ্দিষ্ট ইনভার্স নেই। কেন? তার আগ 
একটা জিনিস, সেটা হলো ৮1 mod M আসলে কি? এটা এমন একটি সংখ্যা যাকে bay 
করলে কাটাকুটি গিয়ে 1 থাকবে। অর্থাৎ, b x b-! mod M = 1. যেমন 3-1 = 35 mod: 
বা 243 mod 7315 '9[83 x 5 = 15 = 1 mod 7. কিন্তু আমরা যদি জানতে চাই 4-1 = 
mod 6. ধরা যাক এটি + তাহলে 42% = 1 mod 6 হতে হবে। কিন্তু আমরা যদি একে একে; 
এর মান 0 হতে 5 পর্যন্ত চেষ্টা করি১। কোনোটার জন্য কি 4? mod 6 কী] হয়? হয় না। এর মানে 
সমাধান নেই। এটা প্রমাণ করাও বেশ সহজ। মনে কর b! = 7 mod M আর bs M cm 
সহমৌলিক নয় তার মানে তাদের একটি সাধারণ গুণনীয়ক আছে, ধরা যাক p. আমরা লিখতে পি 
br = 1 mod M অর্থাৎ b; কে M দিয়ে ভাগ করলে ভাগশেষ 1. ধরা যাক ভাগফল হলো () 
তাহলে আমরা লিখতে পারি bz — QM = 1. কিন্তু দেখ বাম দিকের দুটি টার্ম bx ও QM কিন্তু 


দ্বারা ভাগ যায়। কিন্তু ডানদিকের 1 কিন্তু ভাগ যায় না। অর্থাৎ এরকম ৫ আসলে কখনই থাকা সম্ভব 
না। 


৩.১.৭ Extended 000 

টোৰ গা, 9 হয় তাহলে এমন 2 এবং খুঁজে পাওয়া সম্ভব যেন o + by =! 
চা PE এ = 0 এৱং) = 6 এর জন্য £ ও y বের করে দেখালাম। অনেকেই 

^m না ভয় পাওয়ার কিছু নেই। এই টেবিলের প্রথম কলাম হে 

নিক করার পদ্ধতি হতে পাওয়া। এখন গ.সা.গু. বের করার সম! 


===. 


FEN একটি সংখ্য দিয় ex খন গল, বেও কাম 


[0% করা একই কথা, একইভাবে? আর 1 একই কথা। E 


E 


| 


CN 


আমরা যখন প্রথম কলামে গ.সা.গু. TF eG 
এক্ষেত্রে আমাদের zr = -1 এবং y = 2. তৃতীয় কলামে 2 ও y এর মান পেয়ে যাব। 


টেবিল ৩.২: a = 10 ও 5 = 6 এর জন্য Extended GCD এর সিমুলেশন (simulation) 


আমরা Extended GCD কে সংক্ষেপে egcd বলে থাকি। এই প্রোগ্রামটির কোড ৩.৯ এ 
দেওয়া হলো যদিও কোডটায় আমরা ঠিক উলটোভাবে « এবং y এর মান বের করেছি। কেন? 
প্রথমত যখন কেউ আমাকে এই কোডের মত করে পদ্ধতিটা আমাকে বর্ণনা করে তখন আমার কাছে 
egcd খুব কঠিন লাগে এবং আমি নিশ্চিত যে পরদিন না হলেও তিন চার দিন পরে আমি সেই 
পদ্ধতি ভুলে যাব। কিন্তু আমি যেভাবে দেখলাম সেটা অনেক সহজ এবং স্বজ্ঞাত। কিন্তু কোড করার 
সময় আমার এই পদ্ধতি একটু ঝামেলার। এখানে যেই কোড দিয়েছি সেভাবেই বেশির ভাগ মানুষ 
করে, আসলে মনে হয় বেশির ভাগ মানুষ কোড কপি-পেস্ট করে egcd এর, যদিও নিশ্চিত না 
আমি। যাই হোক, তুমি যদি eged(10, 6,2, y) এভাবে কল কর তাহলে দেখবে 2 ও y এর মাঝে 
তোমার প্রকৃত 2 ও y এর মান চলে এসেছে। এখানে যদি তুমি egcd ফাংশন একটু খেয়াল কর 
তাহলে দেখবে এটি £ ও y কে একটু অন্যভাবে নিয়েছে। একে প্রোগ্রামিংয়ের ভাষায় রেফারেন্স 
ভ্যারিয়েবল (reference variable) বলে। তোমরা চাইলে ইন্টারনেটে রেফারেন্স ভ্যারিয়েবল 
নিয়ে একটু দেখতে পার। মূল কথা হচ্ছে যদি তুমি ভ্যারিয়েবলকে রেফারেন্স হিসাবে নাও তাহলে 
ফাংশনটি তার মানকে পরিবর্তন করতে পারে ।১ এই ফাংশনটি গ.সা.গু. রিটার্ন করে। 


কোড ৩.৯: egcd.cpp 


ক্স নেয়াৰ 'সাহিত করা হয়। যদি তুমি কোন ফাংশনে প্যারামিটারের 
উচিত zi (pointer) হিসাবে নেওয়া। আর যদি তুমি মান পরিবর্তন 
| হিসাবে fac ^ কর তুমি একটি ফাংশন কল করছ। 


x = 0; y = WWW.pdfjagat.com 


৫ 

৬ return b; 

৭ ) 

৮ 

৯ int xl, ১3) 
১০ int d = egcd (b*a, a, Xl, ২1) ) 
১১ 
১২ x= yl— (০ / ৪) *xl; 
১৩ y = x1 

»8 

| ৯৫ return d; 


1১৬ j 
———————— 89 € ——À— — ————X—— Á—À— MÀ —— —— 0m ——- 7 PE EE 
egcd ব্যবহার করেও আমরা মডুলার ইনভার্স বের করতে পারি (তবে আগের মত b ও y 
কে সহমৌলিক হতে হবে)। কোনো একটি b এর জন্য আমরা এমন একটি 2 বের করতে চাই 
যেন, br = 1 mod M. অর্থাৎ, br = 1 + VM যেখানে y হলো একটি পূর্ণ সংখ্যা। এখন 
m in n al i si coc; calcu / পাব যেন 
r—yl = 1 হয় বা, bz = 1 mod M হয়। তবে egcd ফাংশন z এর মান হিসেবে তর 
- ৰ বে খাণাত্মক 
সংখ্যা দিতে পারে, এ জিনিসটি খেয়াল রাখতে হবে। সেক্ষেত্রে কে সঠিকভাবে’ M দিয়ে mod 
করে এর অঞণাত্বক মানটা বের করতে হবে। ' 


৩.২ কষ্বিনেটরিক্স (Combinatorics) 
৩.২.১ ফ্যাক্টোরিয়ালের পেছনের 0 


1001 
BE mmn 47 আমে? - এটি খুবই প্রচলিত একটি প্রশ্ন। তোমরা হয়তো 
BUM ৷ যারা জানো না, তাদের জন্য বলি আমাদের বসে বসে 100! এর 
করা হচ্ছে। কিন্তু একটু খেয়াল কর নেই। শুধু আমাদের জানতে হবে যে কতগুলো 10 
বালে দেখব যে, 5! 120. এখানে আমরা কোনো 10 গুণ করিনি 


বার থাকবেই, সুতরাং আমা? ক 
" বের করব। 1 থেকে 100 এর মধ্যে চলবে। এখন আমরা চিন্তা করি, 5 কতবার আহে 
‘x= (x mod M + M) mod y [100/5] = 20 টি 5 এর গুণিতক আছে৷ 


এগুলো থেকে একটি করে 5 পাব। ER Rm যায় তাদের থেকে কিন্তু আরও একটি 
করে 5 পাব, আবার যেগুলো 125 ন বিভাজ্য তাদের থেকে আরও একটি করে পাব। কিন্তু 125 
কিন্ত আমাদের 100 থেকে বড় তাই আমাদের আর 5 এর বড় ঘাতগুলোকে দেখার প্রয়োজন নেই, 
সুতরাং আমাদের 5 এর মোট সংখ্যা [100/5] + L100/25] = 20 + 4 = 24. অর্থাৎ 100! 
এর পেছনে মোট 24 টি শূন্য থাকবে। আমরা যদি n! এর ভেতরে কোনো একটি মৌলিক সংখ্যা p 
কতগুলো আছে সেটা বের করতে চাই তাহলে আমাদের সূত্ৰ হচ্ছে: 


[n/p] + [n/p* | + Ih/w +. , ‘যতক্ষণ না শুন্য হয় 


৩.২.২ ফ্যাক্টোরিয়ালের অঙ্ক (Digit) সংখ্যা 


n! এর পেছনের 0 এর সংখ্যা না হয় বুদ্ধি করে বের করা গেল, কিন্তু ni এ কতগুলো অঙ্ক 
বা digit আছে তা কীভাবে বের হবে? তোমরা যদি কোনো একটি ক্যালকুলেটরে 50! করে দেখ 
তাহলে হয়তো 3.04140932 x 1075 এরকম সংখ্যা দেখতে পাবে। এখান থেকে বুঝতে পারছি 
যে 3 এর পরও আরও 64টি সংখ্যা আছে। এখন আমাদের জানা এমন কি কোনো ফাংশন আছে 
যেটা ওই 10 এর উপরে থাকা ঘাতটি আমাদের বলে দেবে? আছে, log (10 ভিত্তিক) ৷ তোমরা 
তোমাদের ক্যালকুলেটরে যদি এই সংখ্যার log নাও তাহলে দেখবে 64.4830... এরকম একটি 
খ্যা আসবে। সুতরাং আমরা যদি এর Floor নিয়ে এক যোগ করি তাহলেই আমরা অঙ্কসংখ্যা 
পেয়ে যাব।১ আমরা যেকোনো সংখ্যার অঙ্কসংখ্যা বের করতে চাইলে এই পদ্ধতি কাজে লাগে। 
তোমাদের হয়তো কেউ কেউ ভাবছ, log নেওয়ার জন্য তো আমাদের আগে 50! বের করতে হবে 
এর পর না log! না, log এর একটি সুন্দর বৈশিষ্ট্য আছে আর তা হলো: log (a x b) = (০9 ৭+ 
log অর্থাৎ log 50! = log 1 + log 2 +... log 50. 


৩.২.৩ সমাবেশ (Combination): (৮) 


n টি জিনিস হতে? টি জিনিস কতভাবে নির্বাচন করা যায় তার সুত্র হলো: (7) = দান" 
অনেক সময়ই n ও? এর মান দেওয়া থাকলে আমাদের (7) এর মান নির্ণয় করার দরকার হয়। 
একটি উপায় হলো ফ্যাক্টোরিয়ালগুলোর মান আলাদা আলাদা করে নির্ণয় করে গুণ ভাগ করা। কিন্তু 
এতে একটা সমস্যা হয় আর তা হলো ওভারফ্লো। যেমন n = 50," = 1 হলে 50! বের করতে 
গেলে আমাদের মানটা ওভারফ্লো করবে কিন্তু আমরা জানি (2) = 50. তোমরা যদি ভেবে থাক যে 
double ডেটাটাইপ ব্যবহার করবে, তাহলে সেটা সম্ভব না। কারণ double ডেটা টাইপ তোমাকে 
মানের একটা আসন্ন মান দিবে, কখনই প্রকৃত মান দিবে না।২ অনেকে যা করে তা হলো, (n — r)! 


্ামাদের সংখ্যাটি 107 ধরনের সংখ্যা হয় তাহলে আমাদের উত্তরটি সঠিক আসবে 
V বান এর মান লিখ তুমি কি তা লিখতে পারবে? পারবে না, তুমি 


বা?! এর মধ্যে যেটা বড় তা দিয়ে 41 APENE কাটাকাটি করে ফেলে, এর পর উ 
গুলো গুণ এবং নিচেরগুলো গুণ করে এই দুটি সংখ্যা ভাগ করে ফলাফল পাওয়া যায়। ফলেউপ্‌টে 
উদাহরনে উপরে শুধু 50 থাকে আর নিচে থাকে 1 ফলাফল 50. কিন্তু এই পদ্ধতিতেও উপরের? 
ওভারফ্লো করে যেতেই পারে যেখানে হয়তো ভাগ দেওয়ার পর উত্তরটা আর ওভারফ্লো » 
আরও একটি উপায় আছে আর তা হলো, আমরা জানি যে (7) সবসময় একটি পূৰ্ণ সংখ্যা। এর মা 
নিচে যেসব সংখ্যা আছে তারা সবাই কাটাকাটির সময় কাটা পরবে 1 তোমরা উপরের সং 
একটি আযারেতে নাও | এর পর একে একে নিচের সংখ্যা নাও আর ওই ত্যারের প্রথম থেকে শের 
পৰ্যন্ত যাও, গ.সা.গু, নির্ণয় করবে আর এই দুটি সংখ্যাকে কাটবে যতক্ষণ না নিচ থেকে 
সংখ্যাটা ! হয়ে যায়। সবশেষে উপরের সব সংখ্যা গুণ করলেই উত্তর পেয়ে যাবে। এভাবে কান্ত 
করলে তোমার উত্তর কখনই ওভারফ্লো করবে না। আরেকটা উপায় হলো আগের মতো প্রথমে 
(n -- r)! দিয়ে উপরে নিচে ভাগ করে ফেল। এবার উপরের সংখ্যাগুলো থেকে সবথেকে ছোট 
নিয়ে উত্তরের সাথে গুণ কর, এর পর নিচের ছোটটি নিয়ে ভাগ কর, আবার উপরের ছোটটি নাও 
এরপর নিচের ছোটটি নাও, এরকম করে গুণ ভাগ করতে পার। এরকম নানা ভাবে তোমরা (^ 
এর মান নির্ণয় করতে পার, প্রতিটি পদ্ধতিরই সুবিধা অসুবিধা আছে, ওভারফ্লো, টাইম কমপ্লেক্সিটি 
মেমোরী কমপ্লেক্সিটি, ইমপ্রিমেন্টেশন কমপ্লেক্সিটি ইত্যাদি। সমস্যার উপর ভিত্তি করে তোমাদের 
বিভিন্ন পদ্ধতি অবলম্বন করার দরকার হতে পারে। 

আগেই দেখেছি অনেক সমস্যায় একেবারে সঠিক মান না চেয়ে কোনো একটি সংখ্যা দিয়ে 
mod করার পরের মান চেয়ে থাকে। এক্ষেত্রেও আমাদের নানা রকম পদ্ধতি আছে। যদি mod 
করতে বলা সংখ্যাটি মৌলিক সংখ্যা হয় তাহলে n! mod p, ModuloInverse(r! mod p, 
p) এবং Modulolnverse((n — r)! mod p, p) এই তিনটি সংখ্যা গুণ করলেই আমরা 
আমাদের কাঙ্ধিত সংখ্যা পেয়ে যাব। তবে এক্ষেত্রে অবশ্যই p > n হতে হবে। আমরা 
্যাক্টোরিয়ালের mod মান আগে থেকেই হিসাব করে রেখে মাত্র O (logn) এ এই মান নির্ণঃ 


করতে পারি। mod যদি মৌলিক সংখ্যক হয় কিন্তু ছোট হয় তাহলে অন্য একটি উ 
পায় আছে এবং 
সেটি হলো লুকাসের থেওরেম (Lucas' Theorem). এই থেওরেম বলে: 


(7) = TI (T) meam 


এ 


b s emu T mop? এবং ॥n = nyp* +... + nip! T nop". 
AO হবে যেখানে a, b. < p. যদি p বেশ ছোট হয় তাহবে 
এ এ পনের অনেক দ্রুত (O (1)) (") এর মান বের করঙে 
| oig x n সাইজের Surat 
MTS Oln") সময় লাগে। এই পদ্ধতির মূল সুত্ৰ হলো: (^) = 
ই Ul দেওয়া হলো। তোমরা limner এর মান পরিবর্ত 


নাফিকে। নাফি 
৬ EPI নাফ UT pi এর পুরো মান! 
i " ec uu. হওয়া উচিত। 


t Ml 
| 
DER. 


॥ 
) 


করে দরকার মতো (7) এর মান হিসাববারায়&.০০7 


কোড ৩.১০: ncr.cpp 


— 


y ncr[0][0] = 1; 
g int limner = 10; 
৩ forli = 1; i <= limncr; i++) 


for(j = 0; j <= limncr; )++) 


8 

৫ 

৬ if(j > i) ncr[(il(j] হ 0; 

q else i£(j == 1 || j == 0) nër (31141 = 1; 

- else ncr[i][j] = ncr[i = 1] [j = 1] + ner(i = 11 j; 
» } 


একটা উদাহরণ দিয়ে সমাবেশের অংশটুকু শেষ করা যাক। মনে কর R x C আকারের একটি 
গ্রিড আছে। অর্থাৎ মোট R x C টি ঘর। এখন তোমাকে নিচের বাম কোণা হতে উপরের ডান 
কোণায় যেতে হবে। তুমি কেবল উপরে বা ডানে যেতে পার। মোট কতভাবে যেতে পারবে? খেয়াল 
কর, তুমি যেভাবেই যাও না কেন তোমাকে R _ 1 বার উপরে যেতে হবে আর C — 1 বার ডানে 
যেতে হবে। অর্থাৎ এই উপর আর ডান যাওয়ার অপারেশনগুলো বিভিন্ন ক্রমে হতে পারে তবে মোট 
R— 1 বার উপরে আর C — 1 বার ডানে যেতে হবে। এটি মোট (482) ')) হতে পারে তাই 
না? 


৩.২.৪ কিছু বিশেষ সংখ্যা 


কিছু কিছু বিশেষ সংখ্যা আছে যা সমস্যা সমাধান করার সময় আমরা প্রায়ই সম্মুখীন হই। 
অনেক সময় এসব মান নির্ণয়ের উপায় আমাদের অন্য সমস্যা সমাধানেও বেশ কাজে লাগে৷ আমরা 
এরকম কিছু সংখ্যা এই সেকশনে দেখব। 


ডিরেঞ্জমেন্ট সংখ্যা (Derangement Number) 

তাদের টুপি রাখল। এরপর প্রত্যেকে একটি করে টুপি ওই বাক্স থেকে তুলে 
৮ যেন কেউই তাদের নিজেদের টুপি না পায়! যেমন 
B এই দু উপায়েই হতে পারে। আশা করি বুঝতে 
জনের টুপি C. আর BC A মানে 


inci করতে পার কিন্তু এ 
(inclusion exclusion 91702 তল হলো। খানে তোমাদের 
রিকারেন্স (recurrence) এর মাধ্যমে সমাধান দেখান 


প্রথম জনকে 
X এর টুপি দিয়েছে। এখন এই X সেই প্রথম জনের টুপি নিতে পারে আবার নাও পারে। যদি প্র 


-2 ভাবে টুপি আদানপ্ৰদান 
তাহলে বাকি n -- 2 জন নিজেদের মধ্যে Dn 2 করতে 
E পিস (n— 1) Dna ভাবে ৷ আর যদি X প্রথম জনের টুপি না নেয় 
আমরা ধরে নিতে পারি যে ওই টুপির মালিক এখন X এবং তার ওই টুপি নেয়া যাবে না। অর্থাৎ 
এখন আমাদের কাছে — 1 টি মানুষ ও n — 1 টি টুপি আছে যারা কেউই নিজেদের টুপি নিতে চায় 
না। এই ঘটনা ঘটতে পারে (n — 1), ., উপায়ে । এখানে n — 1 গুণ হচ্ছে কারণ আমরা X বরে 
5» _ 1 উপায়ে নির্বাচন করতে পারি। সুতরাং আমাদের Dn এর রিকারেন্স সুত্র দাঁড়াচ্ছে, 


D, = (n — 1)Ds-2 + (n — 1)Dn-1 


আর এর base কেইস কী? আমরা n = 2 এর ক্ষেত্রে এই রিকারেন্স Do আর D; চায়। কিন্তু 
n যদি এর থেকেও ছোট হয় তাহলে খণাত্মক এর D এর মান চেয়ে বসে এই রিকারেন্স। সুতরাং 
আমাদের base কেইস হবে ৷৷ < 2 অর্থাৎ 0 আর 1. 1 এর ক্ষেত্রে তো সহজ উত্তর 0, কারণ 
একজন লোক থাকলে সে তো আর নিজের টুপি না নিয়ে থাকতে পারবে না। কিন্তু যদি n = 0 হয়? 
তাহলে উত্তর 1. কারণ কোন লোক নাই, সুতরাং টুপি একভাবেই বিতরণ করা যায় আর তা হলো 
কাউকে কিছু না দিয়ে। তাহলে কি আমাদের রিকারেন্স n = 2 এর জন্য ঠিক উত্তর দিবে? দেখ 
যাক, D; = Do + Dı = 1 +0 = 1. হ্যাঁ 2 জনের ক্ষেত্রে তো উত্তর 1, এটাতো আমরা জানিই। 


কাটালান সংখ্যা (Catalan Number) 


* 47 আকারের কতগুলো Dyck Word আছে? 2n আকারের Dyck Word এ nÈ X ও), 
টি) থাকে এবং এর কোনো prefix এ এর সংখ্যা X এর থেকে বেশি নয়। যেমন: n = 


3 এর জন্য Dyck Word গুলো হলো: XXXYYY, XYXXYY, XYXYXY, XXYYX! 
এবং XXYXYY. 


2 


pening bracke 


T en fv closing bracket বা ')'ব্যবহার করে কতা 


"An 
ৰ | |. 
রন x hd 


রকম অনেক প্রশ্নের উত্তর awapiga কাটালান সং 
লিখে থাকি। এর সুত্ৰ হলো! FOUN Y 


ace) Cn) (R3) 
একেও আমরা চাইলে রিকারেন্স আকারে লিখতে পারি, তবে এই সুক্রটিই বেশি দরকারি। 


qu m ম্মাথমেটিক্স (Discrete Mathematics) বইয়ে এই সুত্র কীভাবে 


Stirling Number of Second Kind 


॥টি আলাদা জিনিসকে k ভাগে যত ভাবে ভাগ করা যায় তাই হলো Stirling Number of 
Second Kind. একে (7) দিয়ে প্রকাশ করা হয়। মনে কর n = 3 ও k = 2 এক্ষেত্রে উত্তর 
কিন্তু 3, (AB, C), (AC, B), (BC, A). এই সমস্যায় (AB, C) আর (C, BA) একই কথা। 
এখন এর রিকারেন্স বের করার জন্য আমরা কিছুটা ডিরেঞ্জমেন্ট সংখ্যা বের করার মতো করে চিন্তা 
করব। প্রথমে n টি জিনিস থেকে সর্বশেষ জিনিসটি নেই। এখন এই জিনিসটি একাই একটি ভাগে 
থাকতে পারে। সেক্ষেত্রে বাকি n — 1 টি জিনিস k — 1 ভাগে ভাগ করতে হবে (খেয়াল কর, আমরা 
শুধুমাত্র শেষটাই আলাদা করে নিয়েছি)। এটা সম্ভব (7-11 ভাবে। আবার এটাও সম্ভব যে, বাকি 
n 1 টি জিনিস k ভাগে আছে আর শেষ জিনিসটি এদেরই কোনো একটায় আছে। এই কোনো 
একটি k টির মধ্যের কোনো একটি ৷ সুতরাং এটি হতে পারে 7%,1) ভাবে। অর্থাৎ, 


611 7511 ৯৮171) 
Ed, 7985 k 
এখন যেকোনো রিকারেন্স এর base কেইস থাকে | k = 1 হলে সব জিনিসকে এক ভাগে কতভাবে 


ভাগ করা যায়? মাত্র একভাবেই তাই না? আর যদি k = n হয়? অর্থাৎ ৷৷ টি জিনিসকে n ভাগে 
কত ভাবে ভাগ করা যায়? একভাবেই। অর্থাৎ base কেইস হলো: j 


417. 


জিনিসকে / টি চত্র : সাইকেল (cycle) এ যত ভাবে ভাগ করা যায় তাই হলো 
rof First Kind. একে [7] দিয়ে প্রকাশ করা হয়। মনে কর ৷৷ = 185 = 4 
লাখ ber হতে আরও interpretation গুলো পড়ে 


alan num 


এক্ষেত্রে উত্তর কিন্তু 11, (AD, ৮1%/-791889962। (AC, BD), (A, BCD), (4 
(B, ACD), (B, riu) (C, ABD), (C, ADB), (D, ABC), (D, 408) এ 
এটা বুঝতে পারছ যে, AB আর BA কিন্তু একই সাইকেল (cycle) নির্দেশ করে, কারণ সাইকে 
আলাদা জায়গা থেকে শুরু করলে তুমি BA পাবে। আবার (AB, C D) আর (CD, Ap) 
একই। কারণ সাইকেলের ক্রম কোনো ব্যাপার না। যাই হোক, আমরা stirling numb, 
First kind এর রিকারেন্সও আগের মতো একইভাবে বের করতে পারি। প্রথমে 7টি জিনিস বেট 
সর্বশেষ জিনিসটি নেই। এখন এই জিনিসটি একাই একটি সাইকেলে থাকতে পারে। সেক্ষেরে দি 
n — 1 টি জিনিস k — ! সাইকেলে ভাগ করতে হবে (খেয়াল কর, আমরা শুধুমাত্র শেষটাই আলা? 
করে নিয়েছি)। এটা সম্ভব [771] ভাবে। আবার এটাও সম্ভব যে, বাকি n — [টি জিনিস/? 
সাইকেলে আছে আর শেষ জিনিসটি এই n -- 1টির মধ্যে কোনো একটির পর থাকে। সুতরাং ag 
হতে পারে (n — 1) [^] ভাবে। অর্থাৎ, 


এখন এর base কেইস কী? k = 1 হলে সব জিনিসকে একটি সাইকেলে কত ভাগে 

ভাগ করা 
যায়ঃ এটি একটি সাধারণ সমস্যা এর উত্তর (n — 1)! আর যদি k = n হয়? অর্থাৎ n টি জিনিসকে 
n সাইকেলে কতভাবে ভাগ করা যায়? একভাবেই। অর্থাৎ base কেইস হলো: 


aj e [] 


৩.২.৫ ফিবোনাচি সংখ্যা (Fibonacci Number) 


তোমরা ইতোমধ্যেই পরিচিত হয়ে গেছ এবং হয়তো ৷৷ < 109 এ 
"13 লেছ (mod সহ)। কিন্তু যদি আরও বড় ফিবোনাচি সংখা 
মান coU (আমরা কিন্তু mod মান বের করব)? এর জন্য একট 
নিস (matrix) জানো না তারা একটু ম্যাট্রিক্স পড়ে নির্ঘ 
em ক্স ব্যবহার করে এই সমাধানটি একটি gener?! 


E ag আরও অন্য অনেক সমস্যা সমাধান 


"M 
E ^o Y 
es ` 
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একইভাবে, 


তোমরা যদি ভেবে থাক ম্যাট্রিক্স এর ঘাত তুলতে গেলে তো খবর হয়ে যাবে, তাহলে ভুল ভাবছ। 
কিছুক্ষণ আগেই কিন্তু আমরা BigMod শিখে এসেছি, ওখানে ছিল একটি সংখ্যা, এখানে আছে 
TÈS. সংখ্যা গুণ করার পরিবর্তে তুমি শুধু ম্যাট্রিক গুণ করবে তাহলেই হবে। আমি তোমাদের 
পরামর্শ দিব তোমরা নিজেরাই এই জিনিসটা কোড কর। প্রথম দিকে যদিও কোড করতে একটু 
সমস্যা হবে কিন্তু দুই একবার নিজে থেকে কোড করলে দেখবে অনেক সহজ হয়ে যাবে। স্টারলিং 
সংখ্যাও এই পদ্ধতিতে বের করা যায়, তবে সেক্ষেত্রে k x k আকারের ম্যাট্রিক লাগে। সুতরাং 
বুঝতেই পারছ যে k ছোট আর অনেক বড় হলে এই পদ্ধতিতে তোমরা স্টারলিং সংখ্যার মান বের 
করতে পারবে। চেষ্টা করে দেখতে পার সমাধান করতে পার কি না। 


৩.২.৬ ইনক্লুশন এক্সব্লুশন নীতি (Inclusion Exclusion Principle) 


[অত্যন্ত গুরুত্বপূর্ণ একটি পদ্ধতি হলো ইনক্লুশন এক্সকুশন নীতি 


গণনা বা counting এর ক্ষেত 
- 16). মনে কর তোমাকে বলা হলো, 1 হতে 100 পর্যন্ত কতগুলো 


(Inclusion Exclusion Princi 


৭৩ 


সংখ্যা আছে যাদের 2 বা 3 দিয়ে চীন সংগা বিভিন্ন ধরনের 
আছে শুধু 2 দিয়ে ভাগ যায় এমন, কিছু আছে শুধু $ যায় নাহ হে আর 
ভাগ যায় আবার কিছু আছে যা কোনোটা দিয়েই ভাগ যায় না। শুধু 2 দিয়ে কতণ্ত ভাগ 
যায় তা বের করা কিন্তু খুব সহজ, |100/2] = 50 ((1,2,3...50) x 2). ^ 
দিয়ে যায় এরকম আছে |100/3] = 33 ((1,2...33) x 3). এখন এদের যোগ করলেই! 
তোমাদের উত্তর পেয়ে যাবে না। কারণ, প্রথম গ্রুপে 6, 12, 18 ₹ এরকম UTI জনন 
দ্বিতীয় গ্রুপেও আছে। সুতরাং আমরা যদি এদের যোগ করে দেই এই জিনিসগুলো দুইবার 
গণনা করা হয়ে যাবে। একটা সহজ উপায় হলো কোন সংখ্যাগুলো দুটি গ্রুপেই আছে তা নেক 
তা বিয়োগ করে দেওয়া। খেয়াল করলে দেখবে, দুটি গ্ৰুপে তারাই আছে যারা 2 ও 3 দুটি 
ভাগ যায় অর্থাৎ 6 দিয়ে ভাগ যায়। 6 দিয়ে ভাগ যায় এরকম মোট |100/6| = 16 টি সং 
আছে। সুতরাং আমাদের ফলাফল হবে: 50 -- 33 — 16 = 67. এভাবে গণনা করার পদ্ধতিই হট 
ইনক্লুশন এক্সকুশন নীতি। যদি 2টির বেশি সংখ্যা দেওয়া থাকে তাহলে কী করতে হবে একটু 
করে দেখতে পার। মনে কর তোমাকে 2, 3, 5, 7 এরকম চারটি সংখ্যা দেওয়া হলো। তাহলে এক 
দিয়ে ভাগ যায় এরকম সংখ্যা যোগ করে, দুটি দিয়ে ভাগ যায় এরকম সংখ্যা আবার বিয়োগ 
কিন্তু তিনটি সংখ্যা দিয়ে ভাগ যায় এরকম সংখ্যা আবার যোগ করবে এবং চারটি সংখ্যা দিয়ে ত 
যায় সংখ্যা গুলি বিয়োগ করবে। অর্থাৎ, বিজোড় সংখ্যার সময় যোগ ও জোড়ের ক্ষেত্রে fmm 
করতে হয়। এই ধরনের সমস্যায় সাধারণত টাইম কমপ্লেক্সিটি হয়ে থাকে 002”). আরেক্ট 
জিনিস তোমাদের বলে রাখি এসব ক্ষেত্রে বিটমাস্ক (bitmask) ব্যবহার করে কোড করলে অন্দে 
সহজেই কোড হয়ে যায়। যদি তোমাদের কাছে nÈ সংখ্যা থাকে এবং কোনটি কোনটি দিয়ে ত 
করবে এটি সিদ্ধান্ত নিতে চাও তাহলে তুমি n বিটপে বিভিন্ন সংখয়া নিবে, কোনো একটি বিট, 
থাকার মানে ওই সংখ্যা তুমি নিবে, 0 মানে নিবে না। এরকম করে খুব সহজে একটি লুপ দিয়ে 
তুমি এই নেওয়া-না নেওয়ার কাজটা করে ফেলতে পার। 


৩.৩ সম্ভাব্যতা (Probability) ও এক্সপেক্টেশদ 
(Expectation) 


কোনো কারণে আমরা ছোটবেলা থেকে এই জিনিসের প্রতি একরকম ভীতি নিয়ে বেড়ে উঠ 
এই ।জশিস বুঝতে ম দর কষ্ট হয় বা আমাদের হয়তো ভালো মতো বোঝানো হয়না 
বে তোমাছে 1 এসব জিনিস দেখানো সম্ভব না কিন্তু খুব অল্প কথা 


[গে দুই ক্যাপ্টেন টস করতে গেল। টসের সময় Head ^ 
GS পারে! আমরা বলে থাকি সম্ভাবনা 50 _ 50. এখন 


৭৪ 


কর লুডু খেলায় একটা ছক্কা আছে, FARRAR; নেই তার পরিবর্তে আরও একটি 6 
গ্রাছে। এখন তোমাকে যদি জিজ্ঞাসা করা হয় এখানে কত পড়বে? তুমি কিন্তু নিশ্চিতভাবে বলতে 
পারবে না যে এখানে অমুক সংখ্যাই পড়বে। আবার তুমি একটু যদি গাণিতিক উত্তর দাও তাহলে 
বলবে এখানে 5 কখনই পড়বে না, 6 পড়ার সম্ভাবনা 1,2,3,4 এর কোনও একটি পড়ার থেকে 
বেশি। আবার এও বলতে পার যে 1,2,3,4 এদের যেকোনোটি পড়ার সম্ভাবনা একই | আমরা 
কিন্ত কোনো হিসাব করে এ কথা বলছি না, শুধু বাস্তব বুদ্ধি থেকেই এই কথা বললাম। তাই না? 
এখন যদি তোমাকে বলা হয় ঠিক মতো হিসাব করে বের কর কোনটা পড়ার সম্ভাবনা কত? এই 
কীভাবে করতে হয় তা এখন দেখা যাক। 


সম্ভাব্যতার মূল নীতি হলো: 


কোনো ঘটনা ঘটার সম্ভাব্যতা = _কতভাবে এই ঘটনা ঘটতে পারে 

কতভাবে সকল ঘটনা ঘটতে পারে 
যেমন, আমাদের ক্রিকেট খেলার টসে, Head পড়ার সম্ভাব্যতা হলো: ॥ কারণ আমাদের মাত্র 
দুভাবেই মুদ্রা বা কয়েন পড়তে পারে Head ও Tail আর এদের মধ্যে একটিই Head. এখন 
আমাদের কিছুক্ষণ আগের ছক্কার ক্ষেত্রে যদি আমরা হিসাব করতে চাই 5 পড়ার সম্ভাব্যতা কত, 
তাহলে কিন্তু & = 0. অর্থাৎ 5 পাবই না! আবার 1, 2, 3 বা 4 পড়ার সম্ভাব্যতা হলো ৷ আর 6 পড়ার 
সম্ভাব্যতা হলো 2. অর্থাৎ 6 পড়ার সম্ভাবনা কিন্তু অন্য কোনো একটি সংখ্যা পড়ার সম্ভাবনা থেকে 

বেশি। 

তোমরা হয়তো 7 নির্ণয় করার নানা মজার মজার উপায় দেখেছ। এমনই একটি পদ্ধতি এখন 
বলব। তোমরা একটি বড় বর্গ আঁক। এর মধ্যে একটি বৃত্ত আঁক যা চার বাহুকেই স্পর্শ করে। এখন 
তুমি ছোট ছোট কিছু জিনিস নাও, মনে কর 7টি চুমকির মতো জিনিস। এখন এগুলো বর্গক্ষেত্রের 
মধ্যে বিক্ষিপ্তভাবে ছড়িয়ে দাও এখন তুমি গুনে দেখ বৃত্তের মধ্যে কতগুলো আছে। ধরা যাক, b D | 
তাহলে 2 হবে প্রায় গ এর সমান। অদ্ভুত না? এমন কেন হলো? এর যুক্তি কিন্তু খুবই সহজ। বৃত্তের 
radius যদি? হয় তাহলে বৃত্তের ক্ষেত্রফল nr? আর বর্ণের ক্ষেত্রফল 472. সুতরাং তুমি যদি কোনো 
একটি চুমকি বিক্ষিপ্তভাবে ফেল এর মধ্যে তাহলে বৃত্তের মধ্যে পড়ার সম্ভাবনা ত্র = হু. আবার 
আমরা আমাদের পরীক্ষায় n সংখ্যক বিন্দু বিক্ষিপ্তভাবে ফেলেছিলাম এবং বৃত্তের মধ্যে পড়েছে b 
সংখ্যকটি, সুতরাং আমরা পরীক্ষা থেকে পাই বৃত্তের মধ্যে একটি চুমকি পড়ার সম্ভাবনা অর্থাৎ 
£ = = এখান থেকেই আমরা পাই, গ = 4%. তুমি n এর মান যত বড় নিবে এই পরীক্ষা থেকে 
তত নিখুত গ এর মান পাবে। 00000 


৩৩২ «wm (Expectation) 

মনে কর তোমাকে বলা হলো একটি কয়েন টস করার পর যদি head পড়ে তাহলে তুমি 0 
টাকা পাবে কিন্তু tail পড়লে 100 টাকা পাবে। তুমি কত পাওয়ার আশা কর? তুমি যদি বল যে আমি 
100 টাকা পাওয়ার আশা করি, তাহলে হলো না, তুমি বেশি আশাবাদী হয়ে গেলে। কারণ তে মার 


50% সম্ভাবনা আছে তুমি 0 টাকা জি তবে আবার তুমি হতাশার সুরে যদি বল যে নাহ! আমি একটি 


ভালৌ/411789829হচদা না। তুমি যদি একজন 
টাকাও পাব না, আমার কামি o টাকা পাওয়ার আশা করি। প্রথম প্রথম সবাই মনে করত পায়. 
কথা বল ভাহনোর হর আমি 0 পাব নাহয় 100 পাব, 90 কোথা থেকে আসল? কাহিনি হলে, গে 
যদি এই টস 10 বার কর তাহলে এটি বলাই যায় যে 5 বারের মতো ৭53 লড়েছে আর বাধ, 
; মোট 600 টাকা পাবে, অর্থাৎ গড়ে কুট পাবার So Um | 

n | ওয়া 
এই জন্যই এক্ষেত্রে ডোমার একপেটেশন হলো ত বায় খেলা শেষ করতে কত চাল লাগতে wa 


সেই কোনো কিছু কত হবে। যেমন, কয়েন টসের ক্ষেত্রে তোমার দুই রকম ঘটনা ঘটতে পারে, 
head বা tail. head পড়ার সম্ভাব্যতা 0.5 এবং এটি পড়লে তুমি 0 টাকা পাবে। আর যদি ॥; 
সন্ভাব্যতাতে tail পড়ে তাহলে তুমি পাবে 100 টাকা | অতএব তোমার টাকা পাওয়ার এক্সপেক্টেন্৷ 


হবে 0.5 x 0 4+ 0.5 x 100 = 50. 
আরও একটি উদাহরণ হিসেবে চিত্র ৩.১ এর ছোট পরিসরে সাপ লুডু বিবেচনা করা যাক’৷ 


DH 


নকশা ৩.১: একটি ছোট লুডু খেলা 


মনে কর তুমি 1 এ আছ। তুমি যদি 5 এ যাও তাহলেই খেলা শেষ হয়ে যাবে। মধ্যের গা 
রঙওয়ালা 3 এ তুমি যেতে পারবে না কখনই। তোমাকে একটি ছক্কা দেওয়া হলো যেটা ছুড়ে! 
হতে 6 এর মধ্যের কোনো একটি সংখ্যা পড়ে এবং তুমি তত সংখ্যক ঘর সামনে যেতে পারবে 
কিন্তু সেই ঘর যদি 3 হয় বা 5 পেরিয়ে যায় তাহলে আবারও তোমাকে চালতে হবে। তুমি যখন$ঃ 


তখন খেলা শেষ হবে। এখন এই খেলা 
সংখ্যার এক্সপেক্টেশন কত? শেষ করতে কয়টি চাল লাগতে পারে অর্থাৎ চার 


ধরা যাক, 7, হলো { এ 


কালান সময়ে খেলা শেষ করার জন্য কতটি চাল লাগবে তা 


হি 


PAOD হবে। শেষ থেকে আসা যাক। 1; = 0 কারণ তুমি যদি; 

“নো চাল না দিয়েই তোমার খেলা শেষ হয়ে যাবে। সেজনাএঁ 

P CACR খেলা শেষ করতে আমাদের লাগবে ? সংখ্যক চা 

- পংখ্যা পড়ে তাহলে কিন্তু তুমি 4 এই থাকবে, অর্থাৎ তোমা! 

টা আরও একটু পরিষ্কার করা যাক, তুমি ধরেই নিয়েছে! 
KAI এখন তোমার যদি এখানেই থাকতে হয় 


AE 


অর্থাৎ 7» পিউ সা T) = L- 8784 1T, - AT অৰ্থাৎ 7, = 6. আশা করি 
nh এর জন্য সুত্ৰটি বুঝতে পারছ, 17 ms L+ $T + 1T4-- 1T, 477, = Ti = 6, 
অৰ্থাৎ এ থাকা কালীন সময়ে খেলা শেষ করতে চাল সংখ্যার এক্সপেক্টেশন হরে 6 


৩.৪ বিবিধ 


৩.৪.১ ভিত্তি পরিবর্তন (Base Conversion) 


আমরা যেই সংখ্যা পদ্ধতি ব্যবহার করে থাকি তাকে দশমিক বলে কারণ এর ভিত্তি (base) হলো 
10. কম্পিউটার যেই সংখ্যা পদ্ধতি ব্যবহার করে তার ভিত্তি হলো 2, একে বলে বাইনারি । এরকম 
আরও কিছু বহুল প্রচলিত সংখ্যা পদ্ধতি আছে- অকটাল (যার ভিত্তি হলো ৪), হেক্সাডেসিমাল (যার 
ভিত্তি হলো 16)। বলা হয়ে থাকে আমাদের হাতের দশ আঙুলের জন্য আমাদের সংখ্যা পদ্ধতি হলো 
Decimal বা দশমিক । কম্পিউটারের জন্য 10টি আলাদা আলাদা সংখ্যা নিয়ে হিসাব করা বেশ 
কষ্টকর এজন্য শুধু মাত্র ভোল্টেজ আপ-ডাউন করে বোঝা যায় এমন একটি সংখ্যা পদ্ধতি ব্যবহার 
করা হয় কম্পিউটারে । এটিই হলো বাইনারি। এই পদ্ধতিতে অঙ্ক আছে দুটি 0 1. আমরা কীভাবে 
হিসাব করি একটু খেয়াল কর: 0, 1,. . . 9, 10, 11, 12, ... 19... অর্থাৎ আমাদের শেষ অঙ্কটি 
এক এক করে বাড়ে এর পর শেষ হয়ে গেলে এর বামেরটি এক বাড়ে ওটাও শেষ হয়ে গেলে তারও 
বামেরটি বাড়বে। বাইনারিও সে রকম: 0, 1, 10, 11, 100, 101, 110, 111, 1000... . অন্যান্য 
সংখ্যা পদ্ধতিতেও একই রকম হয়ে থাকে। 


এখন যদি একটু খেয়াল কর দশমিক সংখ্যা পদ্ধতিতে 451 কে আমরা ভেঙে লিখতে পারি: 
4x 1024+ ৪ x 101 + 1 ১109 একইভাবে বাইনারি 1010 কেও আমরা এভাবে ভেঙে লিখতে 
পারি: 1 % 234-0 % 224-1 % 214-0 x 20 যার মান দশমিক পদ্ধতিতে হবে 10. সুতরাং আমাদের 
যদি অন্য কোনো foro একটি সংখ্যা দেওয়া হয় তাকে আমরা খুব সহজেই আমাদের 
দশমিক সংখ্যা ন করতে পারি। আমরা ডান থেকে ॥তম স্থানে যাব এবং সেখানে 


থাকা অন্ককে base Jean on Er যোগ করলেই আমরা দশমিক পদ্ধতিতে সংখ্যাটি পেয়ে 
me E মাকে অন্য আরেকটি সংখ্যা পদ্ধতির সংখ্যায় 


EM! 


আ:/%7%59889লথঢাঘ পরিবর্তন করতে চাই। 
গকরি তাহলে ভাগশেষ হবে ০০ এবং ভাগ করার ফলে সব ঘাতগুলো কিন্তু ! করে 

গেছে সুতরাং এর পরে আবারও b দিয়ে ভাগ করলে ভাগশেষ হবে এ। এভাবে একে একে 
ডান থেকে বামের সব সংখ্যা পেয়ে যাব। উদাহরণ দেয়া যাক, কিছুক্ষণ আগেই দেখেছিদশমি 
10 হলো বাইনারির 1010. আমাদেরকে 10 দেয়া থাকলে এ 1019 কেমনে গেতে পারি) 
2 দিয়ে ভাগ করব, ভাগশেষ 0, আর ভাগফল 5. আবার 5 কে 2 য় ভাগ, এবার ভাগশেষ | জা 
ভাগফল 2. আবার ভাগ করলে, ভাগশেষ 0 ও ভাগফল 1. শেষ বারের মত ভাগ করলে | 
আর ভাগফল 0. ভাগফল 0 হয়ে গেলে আমাদের আর ভাগ করার কোনো মানে নেই। এবার যেই 
ভাগশেষগুলো পেয়েছ তাদের উলটো দিক থেকে লিখ তাহলেই 1010 পেয়ে যাবে। 


৩.৪.২ বিগ ইন্টিজার (Big Integer) 


অনেক সময় দেখা যায় আমাদের প্রবলেমে mod করতে বলা হয় না, আবার আমাদের উত্তরটা 
বেশ বড় gd | সেক্ষেত্রে আমাদের বিগ ইন্টিজার (Biglnteger) ব্যবহার করতে হয়। যারা জাত 
প্রোগ্রামিং ভাষা (Java programming language) জানো তাদের জন্য এটা একটা বাড়তি 
সুবিধা কারণ জাভাতে BigInteger নামে একটি লাইব্রেরী আছে। আমরা কিন্তু খুব সহজেই (তে 
নিজেদের BigInteger এর হিসাবনিকাশের জন্য ফাংশন লিখে ফেলতে পারি। যোগ, বিয়োগ € 
গুণ বেশ সহজ। ভাগ একটু কঠিন। খেয়াল করলে দেখবে যে, আমরা কাগজে-কলমে যোগ, বিয়োগ 
বাগুণ সব সময় ডানদিক থেকে করি, এবং এই সময় যেই দুইটি সংখ্যা নিয়ে হিসাব করছি তাদেরকে 
ডানদিকে একই বরাবর রাখা হয়, আমরা কিন্তু বাম দিকে একই বরাবর রাখি না, রাখলে ভুল হবে৷ 
কিন্তু আমরা যখন কম্পিউটারে আারেতে এসব সংখ্যা রাখার কথা চিন্তা করব তখন আমরা কল্পন 
করি বামদিক থেকে ৷ এটা অনেক সময় সমস্যা হয়। যেমন মনে করা যাক আমরা 100 অঙ্কের একটি 
সংখ্যার সঙ্গে 50 অঙ্কের একটি সংখ্যা যোগ করব। এখন এই দুটি সংখ্যা যখন স্ট্রিং আকারে ইনপুট 
নিব তখন এটা বামদিকে align হয়ে থাকে। কারণ নং বামের অঙ্ক বা Most Significant 
Digit (MSB) 0 ইনডেক্স থেকে শুরু হয়। (চিত্র ৩.২। 


www.pdfjagat.com 
॥0 ইনডেক্সে থাকে, আর যেহেতু আমরা কম্পিউটারে সংখ্যাকে বাম দিকে align করে চিন্ত 
আর কোনো সমস্যা হবে না। আর আমাদের আ্যারে এর বাকি ঘরগুলো 0 দিয়ে ণ 
এতে কিন্তু কোনও সমস্যা হবে না, কারণ 91 আর 000057 তো একই কথা ৰ 


Re 
করতে ৬ এ এই পরিবর্তিত অবস্থা দেখানো হলো। 


চিত্র ৩.৩ এ এ 


নকশা ৩.৩: 1183 আর 75 দুইটি উল্টো করে রাখা হয়েছে 


অর্থাৎ আমরা দুটি সংখ্যার এককের ঘরের অঙ্ক বরাবর align করে ফেলেছি। আমরা এখন 
বামদিক থেকে ডানদিকে যাব আর হিসাব করব। এসময় আরও একটি গুরুত্বপূর্ণ জিনিস খেয়াল 
রাখলে ভালো হয়। আর তা হলো, আমরা যেহেতু জানি না যে আমাদের উত্তরটা কতগুলি অঙ্ক হবে 
সেহেতু আমাদের ফলাফল রাখার আযারেকে 0 দিয়ে ইনিশিয়ালাইজেশন (initialize) করে নিতে 
হবে। এতে করে যোগ, বিয়োগ বা গুণ করতে কোনো সমস্যা হবে না। এখন কথা হলো কীভাবে 
যোগ, বিয়োগ গুণ করব? খুবই সোজা, তুমি যেভাবে কাগজে কলমে কর ঠিক সেভাবে। তুমি নিজে 
একটু ভেবে দেখ কীভাবে যোগ, বিয়োগ কর? তুমি প্রথমে এককের ঘরের অঙ্কগুলি যোগ কর, এর 
পর দশকের এভাবে। যোগ করার পর যোগফল 10 বা এর বড় হলে হাতে কিছু একটা থাকে, সেটা 
গিয়ে পরের ঘরের সঙ্গে যোগ কর এভাবে চলতে থাকে। আবার বিয়োগের সময় তুমি কিছু ধার 
নাও যেটা পরে গিয়ে আবার শোধ করে দাও। ঠিক এই জিনিসগুলোই তোমাদের লজিকের মাধ্যমে 
লিখতে হবে ৷ গুণের ক্ষেত্রে তোমাদের একটু ঝামেলা মনে হতে পারে। তোমরা একটু চিন্তা করে দেখ 
আমরা যে গুণ করে সংখ্যাগুলো পর পর লিখি এর পর যোগ করি তা না করে, যদি গুণ করতে করতে 
যোগ করি? এটা আমাদের হাতে হাতে করতে বেশ কষ্ট হবে, কিন্তু কম্পিউটারে এই প্রোগ্রাম লেখা 
বেশ সহজ হবে। গুণ করতে করতে যোগ কথাটা আসলে খুব একটা পরিষ্কার না। কিন্তু কীভাবে 
বুঝাব ঠিক বুঝতেও পারছি না। তাও চেষ্টা করে দেখা যাক। মনে কর আমরা চাচ্ছি 1111 এর সাথে 
234 গুণ করতে। প্রথমে আমরা যা করব তা হলো গুণফলের সাথে 4444 যোগ করব (প্রথমে গুণফল 
ছিল 0)। এর পর যোগ করব 33330 বা দ্বিতীয় ঘর থেকে 3333. এর পর তৃতীয় ঘর থেকে 2222. 
এখন এইযে আমরা 4444 বা 3333 বের করছি এটা আসলে একবারে বের করে তারপর যোগ না 


করে বরং বের করার সময় 1গ কর। থাকতে পার। মানে মনে কর যখন তুমি এককের 4 বের 
করে ফেলেছ তখন তা যোগ করে ফেল, এর পর পরের 4 কে পরের ঘরের সাথে এভাবে আর যোগ 

মাঝে carry এর ব্যাপার ( বাগ করার সময় হাতে যা থাকে তাকে carry বলে) ভুলে যেও 
না। মোটকথা BigInteger এর যোগ, বিয়ো , গুণ এসব আসলে বাস্তব বুদ্ধি থেকে করার বিষয়। 
Biginteger এর সম্ভব কিন্তু এটা বেশ ঝামেলার সেজন্য আমি পারতপক্ষে এটা কোড 


T | M r ৷ কোড করে ফেলি। 


৩.৪.৩ চক্র বা সাইকেল (weeds gái] E8751: 


পা 
শন দেওয়া থাকবে যেমন ধরা যাক, f (7) = ৫*(271) জা n এর মানে 
জন্য /(7),/(1(7)),/(/(/()))... এই ধারার পিরিয়ড , শক আআ Qi ধারা 
পিরিয়ড মানে হলো কতক্ষণ পর পর এই ধারার মান পুনরাবৃত্তি হবে। binis 
এই ধারার মানগুলো হবে: 2,6,9,2,6,9,2,6, 9... এখানে তিনটি সংখ্যা বার বার পুৱা 
করছে, সুতরাং এখানে পিরিয়ড হবে 3. একটু চিন্তা করলে দেখবে যে এখানে আসলে কখনো ধাঁ 
আগের একটি সংখ্যা আসে, তাহলে এর পরের সংখ্যাগুলো আগের মতো আসতে থাকবে। যে 
উপরের ধারায় চতুর্থ পদে 2 চলে এসেছে যা প্রথম পদের সমান, সুতরাং এর পঞ্চম পদ হবে দ্বিতী 
পদের সমান এবং এভাবে পর পর একই সংখ্যা আসতে থাকবে | আমাদের আসলে বের করতে হে 
প্রথম পুনরাবৃত্তি কখন হবে। এই জিনিসটা একটা ত্যারে রেখে খুব সহজেই করা যায়। আমরা একট 
একটি করে মান বের করব আর ত্যারে তে দেখব যে এই জিনিসটি আগে এসেছিল কিনা। যদিন 
আসে তাহলে আমরা পরবর্তীতে ব্যবহারের জন্য আযারেতে লিখে রাখব যে এই সংখ্যাটা ধারার অমুক 
স্থানে এসেছিল। আর যদি আগেই এসে থাকে তাহলে, আগে কোন জায়গায় এসেছিল তা আমা 


9 পেয়েছি তৃতীয় স্থানে। এর পরে যখন আবার চতুর্থ স্থানে 2 পেলাম তখন আ্যারে থেকে দেখতে 
পাচ্ছি যে এটা আগে প্রথম স্থানে এসেছিল। এর মানে প্রথম স্থান হতে তৃতীয় স্থান আসলে ধারার 
পৌরিয়ড! কিন্তু এভাবে TES ব্যবহার করে করতে গেলে আমাদের মেমোরী কমপ্ৰেক্সিটি দাড় 


সুনির্দিষ্টভাবে বলতে গেলে, O (A - uu) যেখানে ॥ = শুরু থেকে সাইকেলের শুরু পর্যন্ত দূরত্ব এব 
À = সাইকেলের দৈৰ্ঘ্য, আমরা চাইলে মেমোরী কমপ্ৰেক্সিটি কমিয়ে ০(1) এ নামাতে পারি এব 


সেক্ষেত্রেও আমাদের টাইম কমপ্লেক্সিটি একই থাকবে। এই পদ্ধতিকে বলা হয় ফ্লয়েডের সাইকেন 
নির্ণয়ের আলগরিদম (Floyd's Cycle Finding Algorithm). 


কচ্ছপ এক ধাপ করে যাবে (দুই ধাপ যাবে মানে FG) আর এক ধাপ যাওয়া মানে /())। এক 


ৰণ Mein. হওয়ার মানে হলো দুজনের একই মান)। এখন 
TOES গাতে রেখেই কচ্ছপকে একধাপ একধাপ করে এগিয়ে নিতে হবে যতক্ষণ 
পিরিয়ড বা ). এবার কপ য় ফেরত আসে। যত ধাপে সে ফেরত আসে সেটাই হলো ধার 
এবার খরগোশ ত = কচ্ছপ কে ওই জায়গাতে রেখে কে আবার শুরুতে নিয়ে যাও তং 
সহজেই প্র একধাপ একধাপ করে এগোবে যতক্ষণ না একত্র হয়। এটার 


০৪৪ গাউসের এলিমিনেশ এরি dadgiacolámination) 


চা Toll হলে তো জিনিসটি খুবই সহজ ভাই 7 নেই বা অসীম সংখ্যক সমাধান 
s টিভ্যারিয়েবলওয়ালা nfo সমীকরণ দেয়? সত্যি কথা বে হাতে করা যায়। কিন্তু যদি 
সমস্যার সম্মুখীন হয়েছিলাম উন বেশ ভয় লেগেছিল এবং বুঝছিলাম না যে এত কঠিন 
কীভাবে সমাধান করা যায়। যদি আমি ভুল না করে থাকি তাহলে সেটি বাং এত কঠিন 
কোনো এক প্র্যাকটিস কনটেস্টে ছিল। আমিআর নাফি দুজন একদলে ছিলামআর 

জন্যদলের মধ্যে ছিল সেবারের বাংলাদেশ প্রকৌশল বিশ্ববিদ্যালয়ের ওয়াৰ্ল্ড াইনালিস্ট দল শর 
সম্ভব ডলার ভাই, মাহমুদ ভাই এবং সানি ভাইয়ের দল। কনটেস্টটায় কতগুলো সমস্যা ছিল 
ঠিক মনে নেই তবে উনারা 4 — 5টি সমস্যার সমাধান করেছিলেন যার একটিও আমরা পারিনি 
কিন্তু এই সমস্যাটার সমাধান আমরা করেছিলাম যা উনারা করেননি! সুতরাং বুঝতেই পারছ এই 
সমস্যাটা অতটা কঠিন নয়। সত্যি কথা বলতে খুবই সহজ। আমাদের স্কুল বা কলেজের গণিতের 
জ্ঞান দিয়েই এর সমাধান সম্ভব | ধর তোমাকে যদি এটি ভ্যারিয়েবলের 4 টি সমীকরণ দেয় তাহলে 
মি হাতে হাতে কীভাবে সমাধান করবে? মনে কর ভ্যারিয়েবলগুলো হলো 2.4. ১ এবং) 
তুমি যা করবে তা হলো প্রথম সমীকরণ নিয়ে তাতে co এর মান বের করে বাকিগুলোতে বসায়ে 
দাও, তাহলে কী হলো? বাকি 3 টি সমীকরণে 3 টি করে ভ্যারিয়েবল থাকবে। আবার তুমি এই কাজ 
করলে দুটি সমীকরণে দুটি ভ্যারিয়েবল থাকবে, এবং আরেকবার করলে একটি ভ্যারিয়েবল ও 
একটি সমীকরণ। এবার এই মান আগের সমীকরণগুলোতে বসাতে থাকলে একে একে সবগুলোর 
মান পেয়ে যাবে। এটাই হলো মূল ধারণা 1 তবে এই জিনিস হাতে হাতে করা যত সহজ কোডে করা 
অতটা সহজ হবে না। এই পদ্ধতিকে অন্য আরেকভাবে চিন্তা করতে পার। প্রথম সমীকরণ নাও, এটা 
ব্যবহার করে অন্য সব সমীকরণ থেকে প্রথম ভ্যারিয়েবল কে সরিয়ে দাও। এবার দ্বিতীয় সমীকরণ 


ক্রেদ্বিতীয় 


QURE দূর করা যাকে ইংরেজীতে বলেভ্যারিয়েবল এলিমিনেশন (variable elimination). 
ভৰে করলে ছু বিশেষ কেইস এসে পড়বে। যেমন দ্বিতীয় সমীকরণে এসে দেখলে হে 


খর দ্বিতীয় কিছু কিছু বিশে 
ইস এড়িয়ে কীভাবে সহ বায তা আমরা এখন দেখব 


আছে। আবার যদি আমাদের 


প্রথমত n টি সমীকরণকে এভা স্পিন তাদের সব ভ্যারিয়েবল বামদিকে ডু 
ধ্ৰুবক মান ডানদিকে থাকে। এখন একটি ৷৷ x n ম্যাট্রিক A নাও আর আরেকটি n সাইজের 
13 নাও। যেমন ৫% + 2y = 5 আর 3% + 2y = 7 এর ক্ষেত্রে A আর B হবে এরকম: 


r'4 5 
Am B= 
IPLA 


আর একে সমীকরণ আকারে লিখলে দাঁড়ায়: 


এখন একটি counter ভ্যারিয়েবল নিতে হবে ধরা যাক এর নাম 6 যার শুরুর মান হলো॥ 
এবার আমাদের একটা কাজ? সংখ্যকবার করতে হবে। ? তম বারে (i = 0... (n 1)) আমরা, 
তম সারি (row) তে যাব। ৷ এর মানে হলো আমরা এখন কোন ভ্যারিয়েবল বিবেচনা করছি। এবার 
আমাদের -491গুলো দেখতে হবে যেখানে ৪ < } < % এবং এদের মধ্যে সেই ) আমাদের 
নির্বাচন করতে হবে যেন A[j][i] এর মান সর্বোচ্চ হয় (ঠিক সর্বোচ্চ না আমাদের বের করতে হবে 
কার পরমমান বা absolute value সবচেয়ে বেশি হয়)। যদি সব 419][% এর মান 0 হয় তাহলে 
কিছু না করে আমাদের i এর লুপ চালিয়ে যেতে হবে। ধরলাম সর্বোচ্চটি 0 নয়। এখন B এবং 4 
উভয়ের e তম সারি এবং j তম সারিকে অদলবদল করতে হবে। এর পর উভয় ম্যাট্রিক্স (A ও 
৪) এর c তম সারিকে A[e][;] দিয়ে ভাগ করতে হবে। তাহলে দেখবে অন্যান্য মান পরিবর্তনের 
সঙ্গে সঙ্গে 41611] পরিবর্তন হয়ে 1 হয়ে যাবে। এবার যা করতে হবে তা হলো 0 < ; < ॥ এবং 
j # i এ প্রতিটি সারির জন্য Aje] সারিকে 4[][;} দিয়ে গুণ করে A[j] হতে বিয়োগ করতে 
হবে। শুধু 4 এর সারি না এই কাজ কিন্তু এর সঙ্গেও করতে হবে। আমরা কিন্তু আসলে এই 
প্রসেস দিয়ে একটি ভ্যারিয়েবল কে এলিমিনেট (eliminate) করছি। এভাবে সব সারি হতে i তম 


20 -- y - 32 = 15 
4r — 2y + 22 = 42 
৫4+0-৮-9 


4r — 2y + 22 = 42 
rc4y—-22-9 


ধাপ ১: মাঝে সমীকরণ আর ডানে তার ম্যাট্রিক্স বহিঃপ্রকাশ লিখা হয়েছে। 


ধাপ ২: প্রথম সমীকরণকে আমরা ২ দিয়ে ভাগ করেছি £ এর সহগ 1 বানানোর জন্য। যদিও 
আমাদের প্রথম ধাপ হওয়া উচিত ছিল c এর সবচেয়ে বড় সহগ বের করা কিন্তু আসনে 
যেকোনো অশূন্য সহগ নিলেও যে হয় সেটা দেখানোর জন্য আমি প্রথম সমীকরণ অন্য কারো 
সঙ্গে অদলবদল না করেই 2 দিয়ে ভাগ করছি। তাহলে কেন সবচেয়ে বড় সহগ কে ধরে 
আনতে বলা হয়? আমার জানা মতে এটা করলে numerical stability বজায় থাকেব 
precision error কম হয়। 


ধাপ ৩: প্রথম সমীকরণ কে 4 দিয়ে গুণ করে দ্বিতীয় সমীকরণ থেকে বিয়োগ করছি। কেন? কারণ 
এতে করে দ্বিতীয় সমীকরণ হতে £ উধাও হয়ে যাবে। একেই আমরা বলি প্রথম সমীকরণ 
দিয়ে দ্বিতীয় সমীকরণ হতে £ কে এলিমিনেট (eliminate) «at i 


ধাপ 8: তৃতীয় সমীকরণ হতে প্রথম সমীকরণ বিয়োগ করে ৯ ভ্যারিয়েবলকে র কর 
প্রথম সমীকরণ বাদে বাকি সবার থেকে 2 উধাও হয়ে গেছে। FE 


তাহলে আমরা বলতাম এই সমীকরণ এর কোনো একমাত্র সমা 
এই ধাপে তৃতীয় সমীকরণ এর সঙ্গে দ্বিতীয় সমীকরণ ৬৯৬৮ পর 


রি ৩: ধতমান 


ji নি দ্বিতীয় সমীকরণ আমরা $ দিয়ে গুণ করে y এর সহগ কে 1 করে ফেলি। 


| করে প্রথম সমীকরণের সঙ্গে যোগ করি। তাহলে প্রথম 


ঠাগ করে 2 এর সহগকে 1 করে ফেলি। 
hl 


| কর ণ হতে ৩ উধাও করা হয়েছে। 


এলিমিনেশন (GaussiaWWMpRfiageik som c. 
s এ দেখানো হলো। এখানে আমরা ধরে নিয়েছি যে সমীকরণভো ত আসলে কঠিন কিছু না। 
ছি এ একটিমার সমাধান না থাকে তাহলে কী করতে হবে তা নিজে | CERT একটিমাত্র সমাধান 
করি। আর এ অদলবদল করার কাজে sw 
she algorithm হেডার ফাইলে পাবে। 3p ফাংশন ব্যবহার করেছি। এটা 


কোড ৩.১১: gauss.cpp 


y for (i = 0; ix Drs 

২ ( 

৩ id = 

8 ০1414 391.) «€ 28১7) 

৫ if (fabs(mat[j][il) > fabs(mat[id][i])) 

৬ id = ]') 

q 

৮ if (id !- i) 

Maj € | ATED avi Jes 

১০ | for (3 = i; j <= n; je) «02 Y* aui ic H 

১১ swap (mat [i] [3] 3 nat [id] [3] 1 

১২ } zJ 
১৩ ৯৯. SU 
38 

X — £or(j-20; 3 € n; j++) 
সত LEG TF" 


৩.৫ প্রোগ্রামিং সমস্যা *৬৬৮০]৭০৪৷০০৷৷ 
৩.৫.১ অনুশীলনী 


খুব সহজ 
: UvaLive 6823 :: UvaLive 6949 :: UvaLive 6977 © UvaLive 6982 .. Uvatj, 
6988 :: UvaLive 7035 


idus 6843* =: UvaLive 6844 :: UvaLive 6847 :: UvaLive 685; 
= UvaLive 6862 :: UvaLive 6909 :: UvaLive 6918 :: UvaLive 6921 2 
6929 :: UvaLive 6962 :: UvaLive 6966 :: UvaLive 6969 :: UvaLive 698 
0৬৩৮৮ 6994 :: UvaLive 7024 :: UvaLive 7031 :: UvaLive 7032 :: UvaLiys 
7034 :: UvaLive 7040 :: UvaLive 7045 :: UvaLive 7083 :: UvaLive 04 
= UvaLive 7163* :: UvaLive 7169 


সামান্য কঠিন 
© UvaLive 6825* :: UvaLive 6831** :; UvaLive 6916*** -: UvaLive 6910 


© UvaLive 6964 :: UvaLive 6974 :: UvaLive 6985* :; UvaL ive 6987* :: UvaLiv 
7048** :: UvaLive 7060** :; UvaLive 7062 


কঠিন 
© UvaLive 7051**» 
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অধ্যায় 8 
সর্টিং (Sorting) ও সার্টিং (Searching) 


৪.১ সর্টিং (Sorting) 


সর্ট বা sort করার অর্থ হলো একটি নিৰ্দিষ্ট ক্ৰমে সাজানো। আমরা ধর পরীক্ষার 
লন এটাকে সৰ্টিং বলে। প্রায়ই আমাদের বিভিন্ন সংখ on 
করার প্রয়োজন হয়। শুধু সংখ্যা নয়, স্ট্রিং, স্থানাঙ্ক এরকম নানা কিছু সর্ট করতে ৰ 
এই সেকশনে কিছু সটিং আ্যালগরিদম দেখব। m ৮৯৬৬৬ 


8.5.5 ইনসাৰ্শন সর্ট (Insertion Sort) 


সাধারণত আমরা বাস্তবে এভাবে সর্টিং করে থাকি। মনে কর আমাদের কাছে 60 জনের খাতা 
আছে। আমরা একটি করে খাতা নেই, আর ক্রমানুসারে সাজানো বা সর্টেড খাতাগুলোর মধ্যে এই 
খাতাকে সঠিক জায়গায় রাখি। আবার নতুন খাতা নিব আর ক্রমানুসারে সাজানো খাতাগুলোর মধ্যে 
এই নতুন খাতাকে ঠিক জায়গায় রাখব। এভাবে সবগুলো খাতাকে রাখা শেষ হলেই আমাদের 
FRE শেষ হয়ে যাবে। এখন যদি ইমপ্রিমেন্টেশনের কথা চিন্তা কর তাহলে মনে হবে এভাবে একটি 
একটি করে খাতা ঢুকানো মনে হয় কঠিন কাজ। কিন্তু ওত কঠিন না। মনে কর তোমার !...। 1 
খাতাগুলো সাজানো আছে, তুমি i তম খাতা ঢুকাবে, তুমি প্রথমে দেখ _ 1 এর খাতাটি কি তোমার 
থেকে ছোট? তাহলে যেখানে আছে সেখানেই তোমার খাতার অবস্থান আর যদি না হয় তাহলে । d 
এথাকা খাতাকে এ আনো আর এবার i _ 2 এর সঙ্গে মিলিয়ে দেখো। এভাবে একে একে তুলনা 
করতে থাক। একটি দাতর। pe "8. য়া হলো। 
টিঙত E ues সোজা হলেও এই আালগরিদমের টাইম 


টেবিল 8.5: 


www.pdfjagat.com 


[5] [8] ©, 1, 7, 9 

1 
5 

LL 


[8| 7, 
8, ©, 


numij + 1] -wwwnpdfjagat.com 


JT 


num[j + 1] 


১১ 


৪.১.২ সিলেকশন সর্ট (Selection Sort) 


O (n?) এর সকল সর্ট আলগরিদমের মধ্যে আমার সবচেয়ে সিলেকশ 
(Selection Sort). এর মূল ধারণা হলো তুমি শুরুতে Miei alba i - 
এরপর এই সংখ্যার পরের সংখ্যাগুলো একে একে দেখবে। যদি দেখো পরের কোনো সংখ্যা তোমার 
নিৰ্বাচিত অবস্থানের সংখ্যার থেকে ছোট তাহলে দুটি সংখ্যাকে অদলবদল করে দিবে। এভাবে সব 
সংখ্যা দেখা শেষ হয়ে গেলে তোমার নির্বাচিত অবস্থানে সবচেয়ে ছোট সংখ্যা থাকবে। এবার দ্বিতীয় 
অবস্থানের সংখ্যাটি নির্বাচন কর। বাকি সব সংখ্যা দিয়ে যাও আর যদি দেখো যেই সংখ্যা দিয়ে যাচ্ছ 
সেটি ছোট তাহলে অদলবদল। এভাবে প্রতিটি সংখ্যা এক এক করে নির্বাচন করলে দেখবে পুরো 
আ্যারেটি সর্ট হয়ে গেছে। একটি উদাহরণ টেবিল ৪.২ এ দেখানো হলো। এর কোড ৪.২ এ দেখানো 


হলো। 


কোড ৪.২: selection sort.cpp 
5 for (int i- 1; i «- n; ic) ( 
২ for (int j 2 i 1; j 45 n; je) ( 
9$ if (num[i] > num[j]) { 
8 // swap is inside algorithm header. 
৫ 
৬ 
৭ 


swap (num[i], num[jl1); 


আছে তালের অধো সিলেকশন PE বসে 
din ন্ট (bubble sort) কে EE Res 


| ww TW 


"m (8), 6, 5, 7 


[11157 8, 6, 7 
l ; 


(1) (5) [6] [7] 
[14 [5} [6] [7] 


থাক। যদি দেখ আগেরটি পরেরটি থেকে বড় তাহলে অদলবদল কর। এই কাজ n সংখ্যক! 
m এই ত্যালগরিদমটি কিন্তু (712) সময় লাগবে। কারণ প্রথম বার যখন তুমি বাম থেকে ডা? 
b. তথন সবচেয়ে বড়টি অবশ্যই একদম ডান মাথায় গিয়ে পৌছাবে। পরের বারে দ্বিতীয় 4 
জায়গায় যাবে, এরকম প্রতিবারে একটি একটি করে সংখ্যা সঠিক স্থানে যাবে। তাই ৷৷ 
তোমরা চাইলো সংখ্যা সঠিক জায়গায় চলে যাবে। এই প্রোগ্রামের কোড ৪.৩ এ দেওয়া হরণ 
মরা চাইলে এই কোডে কিছু অ করতে পার। যেমন, এমন হতে পারে যে ॥ বা 

য় গেছে ‘সেই ক্ষেত্রে তুমি আগেই লুপ থেকে বের হয়ে যেতে পার। 


৯০ 


"WT 


ই 19991. 
তোমার সব জোড়া rera ERR ga 0o. 


S 5 1 B কিন্তু, কারণ; ০ 
দে শেষ টি সংখ্যা ঠিকজায়গায় চলে গিয়েছে। তুমি এভাবে কিছু অপিকবার চলল তুমি 
ার কিন্তু তোমরা কি সেই পাপা র worst কেইস - 
লাগবে 1 তোমঃ worst কেইসটি বের করতে পারবে? ১ : 4 O(n?) 


সময়ই 


কোড ৪.৩: bubble SOrt.cpp 


১ orli = 1; i <= n; i++) 
Rd 

৩ £০:(3 = 4) 3 < ni 3++) 

৪ if(num[j * 1] = num[j3]) 
৫ { 

৬ temp = num[j]; 

q num[j] = num[j + 1]; 
" num[j + 1] = temp; 
5» ) 


v 
o 
= 


৪.১.৪ মার্জ সর্ট (Merge Sort) 


এই আযালগরিদমটি বেশ মজার। এর সঙ্গেও আমাদের বাস্তব জীবনের কিছু মিল আছে। আবার 
আমরা সেই খাতা সর্টিংয়ে ফিরে যাই৷ মনে কর তোমার কাছে 60 টি খাতা আছে। তুমি এই খাতাকে 
দুভাগ করে দুজনকে দিয়ে দিলে। তারা তাদের দুভাগ সর্ট করে তোমাকে দিল। এখন তুমি ওই দুটি 
সর্টেড খাতার ভেতরে না দেখে শুধু উপরে দেখবে, যারটি ছোট তুমি সেই ভাগ থেকে খাতা নিবে 
এভাবে তুমি ছোট থেকে বড় সাজিয়ে ফেলবে। খুবই সোজা তাই না? এখন ঘটনাটায় আরেকটু 
প্যাচ লাগবে, তাই আগানোর আগে আমি যা বললাম তা ভালো করে কল্পনা করে নাও। ভালও 
মতো কল্পনা করে নিজেকে প্রশ্ন কর- তুমি যেই দুজনকে দিলে তারা কীভাবে সর্ট করবে? উত্তরটি 
হলো আবারও দুভাগ করে। অর্থাৎ তুমি যেভাবে দুজনকে ভাগ করে দিয়েছ, তারাও আবার UU 
করে দুজনকে দিবে এবং তাদের কাছ থেকে পাওয়ার পর তারা ওটাকে সাজিয়ে তোমাকে à 
এভাবেই চলতে থাকবে। বুঝতেই পারছ এই কাজ করতে হবে রিকার্সিভ ফাংশনের সেই কল 
ফাংশনকে তুমি যদি একটি জ্যারে দাও সে একে দুভাগ করবে এবং আবার এই ফাং a 
S3 তাদের মাধ্যমে ওই দুভাগ সর্ট করে আনবে। এরপর এদেরকে মার্জ করে s Loup 
"টেড ফলাফলকে সে রিটার্ন করবে। এই মার্জ সর্ট এর প্রোগ্রামটি কোড 87 cm, lo এৰা) 
খেয়াল কর যে, mergesort ফাংশনটি দুটি ভ্যারিয়েবলকে প্যারামিটার হিসাবে নেয়, 
বদর নে arce সাজানো থাকে তাহলে তোমার o?) সময় mtt 


সুনি টেল আজ 
AI" 


STATO ' 


৯১ 


m pafiagaticorh কে সংক্ষেপে এভাবে লিখি)। এই» 
ঘা, আমি জানি এই দুই মাথা দ রহ াংণনের কাজ হলো এই দুই মাথার মাতে 
অংশটুকু সর্ট করা (দুই মাথাসহা। 
কোড 8.8: merge SO 
temp [100000] ; 


rt.cpp 


int num [100000] , 
//call mergesort (à, b) if gou want to sort numía...b] 
int hi) 


১ 

ই 

৩ 

8 void mergesort (int io; 
e 1 

৬ if(lo == hi) return; 
৭ 
৮ 
৯ 


int mid = (lo + hi) /2; 


mergesort (10, mid); 


50 mergesort (mid + 1, hi); 

১১ 

১২ int i Jy Ær 

১৩ forti = lo, J = mid * 1, k= 1o; k <= hi; k++) 

১৪ { | 

E if(i == mid + 1) temp[k] = num [j++]; 

- else if(j == hi + 1) temp[k] = num[i++]; 

en else if(num[i] < num[jl) temp[k] = num[i-**]l; 
else temp[k] = num[j++]; 

১৯ ) 

২০ 

২১ for(k = lo; k <= hi; k++) num[k] = temp[kl; 


এ ০ 
Slane নি ফাংশন সর্ট করার জন্য তার অংশকে দুভাগে ভাগ করে এবংপ্রতি ভা 


pa 


V 


r ফলা ফাংশন থকে ফ্রক দে 
ৰা লে eto ret 
jd p আযারেতে নিয়ে রাখে, এভাবে একে একে সব সংখা? 
ত চর কইল ; ৰবা 
: Em আর base কেইসটি কী হবে আদ 
BÉ Ee ভেতরের ieiet iai 
দেখ. যা দেখছে তা হলো, যদি বামেরত্যার থেকে সংখার্ণ 


৯২ 


একই ভাবে যদি ডানের ত্যারে যদি শেষ হয়ে যায় তাহলে তোমাকে ংখ্যা নিতে হবে। 
যদি দুটি আযারেতেই সংখ্যা থাকে তাহলেই কেবল তাদের তুলনা করে E PO odin 
এখন প্রশ্ন হলো এই আযালগরিদমের টাইম কমপ্লেক্সিটি কত? zo 


এর একটি আযারেকে সর্ট করতে বলা হয়েছে আর এর জন্য আমাদের সময় লালে ন n সাইজ 
: LU 


এই ফাংশন প্রথমেই n টি জিনিসকে সমান দুভাগে ভাগ করে ). আমাদের 
(merge) অংশে ৷ আমাদের এক ভাগে আছে 7,/2 টি সংখ্যা ওরে আমাদের মার্জ 
আমরা প্রতিবার এই দুভাগের শুধু মাথার সংখ্যা চেক করে দেখি আর যেটি ক টি সংখ্যা 
আ্যারেতে নেই। এভাবে চলতে থাকে। এই কাজটি কিন্তু, বার হবে কারণ তাকে temp 
করে সংখ্যা সরাচ্ছি। যদি n বার সরাই তাহলে সব সংখ্যা সরে যাবে। এই এন ৯১৯৮৭, 
যে কোনটি ছোট। সুতরাং এই পুরো কাজটার জন্য আমাদের লাগে O(n) সময়। অৰ্থাৎ * দেখি 


I 

z 

I || Il || 

০০ N 
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ERES 2 ৰাখ 
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Nee. 
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== nT(1) 4- nlogn 


== nlogn 


অর্থাৎ এই পদ্ধতিতে আমাদের টাইম কমপ্রেক্সিটি হলো O (n log n). 


8.১.৫ কাউন্টিং সর্ট (Counting Sort) 


cWWw.pdfjagat.com 

আমাদের জীবনকে লাইব্রেরি ফাংশন হিসেবে sort নামে একটি ফা 
এ হলে আমাদের STL এর algorithm নাম Ph 

খন আমরা যদি num নামক SUITS 0 থেকে n — 1 পৰ্যন্ত 

হবে: sort(num, num + 1). আমরা যদি 1 থেকে॥। » 


R 

৷ আমাদের লিখতে হবে: sort(num + 1, num + n + 1). অর্থাৎ 
garen Mew করতে চাই তাহলে আমাদের লিখতে হবে: sort(num + a, num + 
á সবসময় ছোট থকে বড় তে সর্ট হবে। যদি আমরা কোনো একটি ভেট, 


হবে, sort(V.begin(), V.end(). 

এবার একটু কঠিন কাজ করা যাক। মনে কর আমাদের দ্বিমাত্ৰিক (20) এ কিছু বিন্দু দেয় 
হলো। এসব বিন্দুর 2 ও y স্থানাঙ্ক আমাদের দেওয়া আছে। আমাদের এমনভাবে সাজাতে হবে মেঃ 
যাদের + ছোট তারা আগে থাকে, যদি কোনো দুটি বিন্দুর £ সমান হয় তাহলে যেন যার y ছোটদে 
আগে থাকে । আমরা এই বিন্দুর r ও y সংরক্ষণের জন্য একটি স্ট্রাকচার (structure) ব্যবহার 
করব। অর্থাৎ আমাদের কাছে কোনো একটি স্ট্রাকচারের আযারে আছে, আমাদেরকে এই জিনি৷ 
সর্ট করতে হবে। মনে কর আমাদের স্ট্রাকচারটির নাম Point এবং আযারেটির নাম point. এক 
তুমি যদি শুধু sort(point, point + n) লিখ তাহলে কিন্তু হবে না। কারণ দুটি Point এর মধ 
কোনটি ছোট তা কিন্তু কম্পিউটার এমনি এমনি বুঝবে না। তাকে বলে দিতে হবে কী কী শর্ত মাননে 
আমরা বলতে পারি যে একটি Point আরেকটি Point এর থেকে ছোট | এ জন্য আমাদের একটি 
ফাংশন লিখতে হবে, ধরা যাক এই ফাংশনের নাম cmp. এই ফাংশনের কাজ হলো তাকে দুটি 
Point দেওয়া হবে, যদি প্রথম Point দ্বিতীয় Point এর থেকে ছোট হয় তাহলে এই ফাং 
true রিটার্ন করতে হবে আর যদি বড় বা সমান হয় তাহলে false রিটার্ন করতে হবে। এখানেখু 
ভাল করে খেয়াল রাখতে হবে যে, কোনো ক্রমেই যেন, cmp ফাংশন cmp(A, B) ও cmp(B,A) 
উভয় ক্ষেত্রেই true না দেয়। যদি এধরনের ভুল করে থাক তাহলে সাধারণত তুমি Run Time 
Error পেয়ে থাকবে । আমরা কোড ৪.৫ এর মতো করে এই ফাংশনটি লিখতে পারি। 


৪.১.৬ STL এর sort FT 


- কোড 8.৫: cmp.cpp 
9 bool emp(Point A, Point B) 
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এই ফাংশনকে চাইলে আমরা আরও সংক্ষেপে কোড 
৪.৬ এর মতো করেও লিখতে 
পারি। 


কোড ৪.৬: improved 076.006 


১ bool cmp(Point A, Point B) 

২ d 

$ if(A.x != B.x) return A.x < B xX; | 
8 return A.y « B.y; 


এরকম ফাংশনের উপস্থিতিতে তোমাকে সর্ট করার জন্য লিখতে 


হবে: 501600০0176, point 
+ n, cmp). অপারেটর ওভারলোড (operator overload) করেও এই কাজ করা যায়। তবে 


সমস্যা হলো, একবারই অপারেটর ওভারলোড করাযায়। সুতরাং তুমি যদি একই ধরনের জিনিসকে * 
যদি বিভিন্নভাবে সর্ট করতে চাও তা সম্ভব হবে না। কোড ৪.৭ এ অপারেটর ওভারলোড কীভাবে 
করতে হয় তা দেখানো হলো । এক্ষেত্রে তুমি sort(point, point + n) লিখলেই হবে। 


কোড 8.3: operator overload.cpp 


truct Point 


{ 


int x, y; 
]point [100] ; 


bool óperator« (Point A, Point B) 


{ 
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| > . J P i.c, 
MENU bows TL এর string আমাদের জীবনকে 
অনেকে স্ট্রিং সর্ট রা নিয়ে ( | | পড়ে, কিন্তু পু নিয়ে তা সৰ্ট করা দেখালাম। 
অনেক সহজ করে দিয়েছে। কে মরা কিছু Pas =" 

bi. টি. m (functional header file) ব্যবহার 


কো10%18906990987০০০ 


y #include<stdio.h> 
3 fincludecstring^ 
© #includecalgorithm> 
#include<vector> 
৫ using namespace std; 
৬ 
4 int main() | 
৮ ( | 
৯ int n, i; | 
১০ char 5 (1001 | 
১১ vectorcstring» V; 
১২ 
১৩ scanf("*d", &n); 
১৪ for(i = 0; i < n; i++) | 
১৫ { | 
১৬ scanf (**s", s); | 
১৭ V.push.back (8) ; 
১৮ } 
১৯ 
২০ sort(V.begin(), V.end()); 


return 0; 


Xv এখনও stdlib হেডারের qsort ব্যবহার *^ 

লো average case O(n log n) কিন্তু worst কেই 
Opcoder এ এটি ব্যবহার করলে challenge বট 

qe আছে যাকে n দিলে qsort এর 

য়! সুতরাং তোমরা qsort ব্যবহার কর না, অন্য কে 

ইন্টারনেটে খুঁজলেই anti ৫5০৫4 


p 


iata. 
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৪.২ বাইনারি সার্চ (Binary Search) 


ধর তুমি একটি গেইম শো তে আছ। তোমার সামনে মোট 100 টি বাজ। এখন প্রতিটি বারে 
একটি করে না বা তবে প্রথম বাক্সের সংখ্যা দ্বিতীয় বাক্সের সংখ্যার থেকে ছোট দ্বিতীয় 
বাকের সংখ্যা তৃতীয় বাক্সের সংখ্যার থেকে ছোট এরকম করে আগের বাক্সের ভেতরে রথাকা সংখ্যা 


বাক্স না খুলেও বের করতে পার যে কোথায় 1986 আছে। তুমি ঠিক মাঝের বাক্সটি খোল। যদি দেখ 
এটিই 1986 তাহলে তো হয়েই গেল। আর যদি দেখ এখানে 1986 এর থেকে বড় সংখ্যা আছে তার 
মানে তোমার সংখ্যা বামের অর্ধেকে আছে আর না হলে ডানের অর্ধেকে আছে। খেয়াল কর, তুমি 
এক ধাক্কায় 100 বাজ থেকে ১0 বাক্সকে কিন্তু বাদ দিয়ে ফেলতে পারছ। একইভাবে তুমি এই বাকি 
অর্ধেককেও কিন্তু অর্ধেক করে ফেলতে পারবে। এরকম করতে করতে তুমি এক সময় 1986 খুব 
কম বাক্স খুলেই বের করে ফেলতে পারবে। তুমি কি বের করতে পারবে worst কেইসে তোমার 
কতগুলো বাক্স খুলতে হবে?১ এভাবে খোঁজার পদ্ধতিকে আমরা বাইনারি সার্চ (binary search) 
বলে থাকি। অনেক সময় এটি বাইসেকশন পদ্ধতি (bisection method) নামেও পরিচিত। 
আরও একটি উদাহরণ দেওয়া যাক, মনে কর একটি আযারেতে শুধু 0 ও 1 আছে। সব 0 সব 1 
এর আগে থাকবে। তোমাকে প্রথম 1 খুঁজে বের করতে হবে। এটিও কিন্তু বাইনারি সার্চ দিয়ে করতে 
পার। তুমি মাঝখানে গিয়ে দেখবে এটি 0 নাকি 1, যদি 0 হয় তাহলে তো এর ডানে থাকবে তোমার 
কাঙ্থিত জায়গা, আর যদি 1 হয় তাহলে এটিসহ বামে থাকতে পারে। এভাবে তুমি খুঁজতে থাকবে। 
তাহলে এখন প্রশ্ন হলো এটি কোড করবা কেমন করে। বিভিন্ন জন বিভিন্ন ভাবে বাইনারি সার্চের 
কোড করে। যদি তুমি সাবধান না হও বা না বুঝে অন্ধের মত কোনো একটি কোড কে অনুসরণ কর 
তাহলে এটি হলফ করে বলাই যায় যে তুমি কমপক্ষে একবার ঝামেলায় পরবে। প্রথমত বাইনারি 
সার্চ করতে হয় একটি সীমার মধ্যে | মনে কর তোমার সীমার শুরু হলো।০ আর শেষ হলো hi (আমি 
আমার সুবিধার জন্য পুরো high বা low না লিখে সংক্ষেপে hi বা Lo লিখি)। এখন সমস্যা ভেদে 
আমাদের কাজ বিভিন্ন হতে পারে। যেমন শুরু থেকে কিছু দূর হয়তো f(x) সত্য, এর পর থেকে 
F(x) মিথ্যা। এখন হয়তো তোমাকে r এর সবচেয়ে বড় মান বের করতে হবে যেখানে F(x) সত্য। 
বা উল্টোটাও হতে পারে। হয়তো শুরুর কিছু অংশে F(x) মিথ্যা। এর পর থেকে সত্য। তোমাকে 
রে তোমার উত্তর আছে। যদি না থাকে তাহলে কি করবা 
কইসকে handle করার পর আমরা জানি আমাদের উত্তর lo হতে hi 
SA মধ্যে আছে। আমাদের লক্ষ্য হলো (০ = hi না হওয়া পৰ্যন্ত আমরা উত্তর খুঁজতে থাকব অর্থাৎ 
হবে Iq একটি সংখ্যা mid নেয়া এবং আমাদের সীমাকে 
I বুঝতে পারলে যে তোমার উত্তর lo হতে mid এ 


hi কে কমিয়ে 9 কিপ্লত্িন 6০ যে তোমার উত্তর lo হতে ৷৷৷ 

১১৯ hi কে কমিয়ে mid - 1 করবে। উল্টোও হতে পারে, teg 
কে বাড়িয়ে mid বা mid + 1 করবে। কখন কি করছ তার উপর ভিত্তি করে তোমাকে ঠিক à 
হবে যে mid = 12 নাকি mid = "HFE হবে। কেন: মনে কর তুমি mid P Hd কে 
একই সঙ্গে তুমি লিখলে যে যদি (i) সমাধান হয় তাহলে [o = mid কর। এখন এ | 
করে দেখো যদি hi = 1041 হয় তাহলে কিন্তু এটি একটি অসীম লুপে পরে যাবে। কেন? কার 
ক্ষেত্রে mid = 1০১৫ dieti = lo আর তুমি এই ক্ষেত্রে lo = mid = lo করছ, অর্থাৎ qu 
lo বা hi এর মান পরিবর্তন হচ্ছে না, আর যেহেতু while এর শর্ত হলো lo < hi তাই এই নু, 
সারা জীবন চলতে থাকবে । কিন্তু এখানে যদি তুমি mid == 1944%44 ব্যবহার করতে তাহলে ৷ 
সমস্যা হতো না। সুতরাং তোমাকে একটু ভেবে চিন্তে ঠিক করতে হবে যে mid এর মান কি হৰে৷ 
জন্য আমি যেটা করি সেটা হলো ৷৷৷ = lo + 1 এর ক্ষেত্রে দেখি যে (1৭) সত্য হোক আর fiey 
হোক তোমার lo বা।॥ এর মান পরিবর্তন হয় কিনা, যদি হয় তাহলে কোনো সমস্যা নেই। mi এ 
যেই মানের জন্য পরিবর্তন হবে সেই মান নিলেই হবে। 2008 সালের ওয়ার্ল্ড ফাইনালিস্ট সান্ধি 
ইউসুফ সানি ভাইয়া যা করতেন তা আরও একটু নিরাপদ। তিনি যা করতেন তা হলো while (h 
- lo > 5) এরকম একটি বড় পার্থক্যের সীমাকে দিয়ে বাইনারি সার্চ করতেন। এর পর একটি দুদ 
চালাতেন lo থেকে hi পর্যন্ত এবং বের করতেন কোনটি উনার কাঙ্ক্ষিত উত্তর। তুমি কিছুদিন কো 
করলে হয়তো তোমার নিজের একটি পদ্ধতি বের করে ফেলবে যেটিতে তুমি নিজে স্বাচ্ছন্দ্য বো। 
করবে। 

বাইনারি সার্চ ব্যবহার করে কিছু অদ্ভুত সমস্যাও সমাধান করা যায়। অদ্ভুত বললাম এই কাৰ 
যে, প্রবলেম দেখে হয়তো কখনই মনে হবে না যে এখানে বাইনারি সার্চ ব্যবহার করা যায়, ব্য 
যায়! যেমন ৪.১ নং চিত্রে একটি w প্রস্থের রাস্তার দুদিকে দুটি দালান আছে। এখন রাস্তার এক 
মাথায় একটি মই রেখে অপর মাথা রাস্তার অন্য পারের দালানের মাথায় রাখা হলো, একইভাবে 
রাস্তার অন্য পাশ থেকেও আরেকটি মই রাখা হলো। মই দুটির দৈর্ঘ্য a ও D. মই দুটি রাস্তা থেকে, 
উচ্চতায় ছেদ করে। a, b এবং c এর মান দেওয়া আছে, w =?. 

তোমরা যদি এখানে বিভিন্ন সূত্র খাটাও দেখবে খুব একটি সহজে কোনো সুত্র পাবে না ৬ নির্ণয়ে 
জন্য। কিন্তু একটু অন্যভাবে চিন্তা কর। তুমি যদি w এর মান জানো তাহলে কি তুমি ০ এর মানবে 
করতে পারবে? যেহেতু রাস্তার প্রস্থ দেওয়া আছে আর আমরা মইয়ের দৈর্ঘ্যও জানি সেহেতু আমর 
প্রথমে দালান দুটির উচ্চতা বের করি (পিথাগোরাসের উপপাদ্য ব্যবহার করে)। ধরা যাক উচ্ছ 
দুটি হলো? ও q. এখন সদৃশকোনী ত্রিভুজের সূত্র খাটিয়ে আমরা দেখাতে পারি, c = চা অর্থ 
আমরা যদি) এর মান জানি তাহলে ৫ এর মান বের করে ফেলতে পারি। কিন্তু উল্টোটি কিন্তু কঠিন 
ধরা যাক আমাদের দেওয়া ০ এর মানের জন্য উত্তরটি হবে //. যদি তুমি ০ এর মান হিসেবে 
তুমি ৬ এর ান নাও তাহলে, ৫ এর মান প্ৰদত্ত মানের থেকে কম পাবে, আবার উল্টোভাবে t 
bipes LENS ছোট মান নাও তাহলে ০ এর মান প্রদত্ত মানের থেকে 
ন মান হলেই সঠিক fce সুতরাং তোমরা এর মানের উপর বাইনারি 


Ta 
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নকশা ৪.১: w =? 


চালাবে আর দেখবে c এর মান প্রদত্ত মানের থেকে বড় না ছোট সেই অনুসারে w এর মানের সীমাও 
পরিবর্তন করবে। এখন প্রশ্ন হতে পারে যে এরকম করে কতক্ষণ ভাগ করতে থাকবে? যদি উত্তর 
পূৰ্ণ সংখ্যা হয় তাহলে তো বাইনারি সার্চ এক সময় না এক সময় শেষ হয়ে যাবে, কিন্তু যদি double 
ডেটাটাইপে উত্তর হয় তাহলে তো এই লুপ চলতেই থাকবে। উপায় হলো যতক্ষণ না সীমার পরিধি 
খুব ছোট হয় ততক্ষণ এই কাজ করতে থাকবে। তবে এভাবে করা ঠিক না, কারণ আমরা জানি 
double ডেটাটাইপে হিসাব করলে বিভিন্নভাবে precision loss হয়। সেজন্য সবচেয়ে ভালো 
উপায় হলো এই কাজ 50 থেকে 100 বার করা । মানে তোমার টাইম লিমিটের ভেতর থেকে যতক্ষণ 
করা যায় আর কী, আবার তাই বলে অনেক বেশি বার করে লাভ নেই। 


৪.৩ টারনারি সার্চ (21781 Search) 


মনে কর 2 অক্ষের উপর কিছু বিন্দুতে তোমার বন্ধুর বাসা আছে। তোমাকে এমন জায়গায় 
বাসা বানাতে হবে যেন তোমার বাসা থেকে তোমার সব বন্ধুর বাসায় যাওয়ার দূরত্বের যোগফল 
সর্বনিয় হয়। এই উত্তর যদিও অন্যভাবে খুব সহজেই বের করা যায় কিন্তু আমরা শিখব টারনারি 
সার্ট (ternary search) ব্যবহার করে কীভাবে সমাধান করতে হয়। বাইনারি সার্চ এ সাধারণত 
সামাদের ফাংশনটি হয় ক্রমবর্ধমান (increasing) বা ক্রমহ্থাসমান CPU ada থাকে 
এবং ট লক্ষ্যমান y দেওয়া থাকে, আমাদেরকে এমন একটি ৫ বের করতে 

‘সেই সঙ্গে আমাদের একটি লক্ষ্যমা ডট একট অন্য 
88510 হতে হবে, এর পর কিছুক্ষণ Gu qa 


5 এও vo । মাঝে মাঝে যদি বিশ্বাস না হয় মানে intuition এর 


চাইলে প্রথমে decreasing এবং wpa fagat T বলে থাকে 
unimodal বা convex বা con আমাদের বের করতে হবে এই ফা নী। 
হোক, এরকম একটি ফাংশন ৬৮৮৯৯৯৭৯৬ সমস্যার ক্ষেত্রে মনে কর কলর সরব 
সব বাসার দূৱত্বে যোগফল অনেক বড়, এখন ? কে ধীরে ধীরে ডান দিকে সরাতে কট 
a পর আবার বাড়তে থাকবে। অর্থাৎ এই সমস্যার ফাংশনটি টারনারি সার্চ fs 
e এন পর আর বাড়তে sd ৰ হয বাইদামি সারে মতোই a 
সীমা থাকে, ধরা যাক [॥০, hi) হলো সেই সীমা। বাইনারি সার্চে আমরা ঠিক মাঝের বিন্দু অ 
lo + 1i) /2 নিয়েছিলাম। কিন্তু এখানে আমরা এর ভেতরে দুটি বিন্দু নিব, ধরা যাক তারা ॥, 
B(A« B). আমরা দেখব যে কোন বিন্দুতে y এর মান কম। যদি A তে কম হয় তাহলে আম 
ilo, B] তে পরবর্তীবারে খোঁজ করব, আর যদি B তে কম হয় তাহলে [A, hi] এই সীমায় e 
করব। এখন A আর B এর মান কী রকম হলে সবচেয়ে ভাল হয় তা আশা করি চিন্তা করলেইন্কে 
করতে পারবে, তাও বলি এই দুটি মান এমন হতে হবে যেন পুরো সীমাকে সমান তিন ভাগে 
হয়, অর্থাৎ A = (219 + hi)/3 এবং = (lo + 2hi)/3. আর এই কাজ কতবার করবে 
আশা করি বাইনারি সার্চের সেকশন পড়ে থাকলে বুঝতে পারছ। আর রানটাইম? সেটা তো 
জাতীয় কিছু হবে! 
এখন তোমাদের মাঝে যারা জ্ঞানী তারা চিন্তা করছ আচ্ছা আমরা তো চাইলে তিন ভাগ নাক 
দুভাগ করে ঠিক মাঝে mid এ আমাদের ফাংশনের মান আর mid - 1 (বা double ডেটাটাইগে 
ক্ষেত্রে mid - delta) এ ফাংশনের মান এই দুটি দেখে বুঝে যেতে পারি যে আমাদের কোন দিক 
যেতে হবে। হ্যাঁ ঠিক। আমরা বুঝব। এটাকে এভাবে কল্পনা করতে পার। আমরা mid এ n 
স্পর্শকের ঢাল বা slope দেখবো। সেই ঢাল দেখে আমরা বুঝে যাব আমাদের অপটিমাল f 
কোন দিকে আছে। তাহলে আমরা দুভাগ করি না কেন? কেন তিনভাগ করি? যদি আমাদের 
একটি double টাইপের ডেটা দেয় তাহলে F(mid) আর f(mid - delta) দেখে কোনদিকেযাৰ 
সেটা ঠিক করা উচিত না, precision error এর জন্য। যেহেতু delta খুব ছোট তাই f(mid 
আর f(mid - delta) খুব কাছাকাছি। ব্যাপারটা ঝুঁকিপূর্ণ হয়ে যায়। কিন্তু তুমি যদি f(x) এ 
ডেরিভেটিভ (derivative) অর্থাৎ f'(x) যদি বের করতে পার তাহলে কোন সমস্যা নাই। তদ্ 
আসলে আর টারনারি সার্চ থাকে না, ব্যাপারটা f (c) এর উপর বাইনারি সার্চ হয়ে যায়। 


সমাধা 
ue 


8.8.5 সবরকম বিন্যাস বের আধা epe CD Lion Generate) 


WI A তোমাকে বলা হালা |, হতে/। 4 2, WT বিন্যাস বা permutation প্রিন্ট কর। 
যেমন ৷৷ = 3 হলে তোমাকে (০2১3), (15372) (2,173), (2,851),(8,1,2 এবং (3,2,1 
প্রিন্ট করতে হবে। এখন এই কাজ শুধুমাত্র For লুপ দিয়ে করা কঠিন। ea E 


তোমাকে হাতে হাতে 
যদি এই কাজ করতে দেওয়া হয় তুমি কীভাবে করবে? যদি তুমি কোনো বিশেষ পদ্ধতি অনুসরণ না 


করে একে একে লিখতে থাকো নিজের ইচ্ছা মতো তাহলে % এর মান বড় হলে এক সময় দেখবে 
যে আর কী কী বাকি আছে তা বের করা বেশ কঠিন কাজ হয়ে যাবে। এখন যৌক্তিক উপায়টি কী? 
মনে কর ৷৷ = 3 এর জন্য তুমি যা করবে তা হলো, তুমি দেখবে কোন কোন সংখ্যা এখনো বসানো 
হয়নি, এদের মধ্যে সবচেয়ে ছোটটি (1) নিয়ে প্রথম জায়গায় বসাবে 1 এখন বাকি সংখ্যাগুলো থেকে 
যেটি ছোট (2) সেটি দ্বিতীয় ঘরে বসাবে। একইভাবে তৃতীয় ঘরেও বসাও (3). আমরা (1, 2, 3) 
পেয়ে গেলোম। এখন এর ঠিক আগেই যা বসিয়েছ তা মুছে ফেল, অর্থাৎ এর আগে যে আমরা 3 
বসিয়েছিলাম তা সরাও। এখন দেখ এর পরে আর কোন সংখ্যা এখনো বসানো হয়নি। আসলে 
এই ক্ষেত্রে 3 এর পর আর কোনো সংখ্যা বাকি নেই, তাহলে এর আগে যেই সংখ্যা বসিয়েছিলে 
তা মুছো অর্থাৎ আমাদেরকে 2 মুছতে হবে। একইভাবে আমরা দেখব 2 এর পর কোন সংখ্যাটি 
এখনো বসানো হয়নি (3) তাকে বসিয়ে পরের ঘরে (তৃতীয় ঘরে) যাও। এখন দেখ কোন সবচেয়ে 
ছোট সংখ্যা এখনো বসানো হয়নি (9) তাকে বসাও। আমরা শেষ প্রান্তে চলে এসেছি এবং আরও 
একটি বিন্যাস (1,3, 2) পেয়ে গেলাম। এবার আমরা আবার ঠিক আগের সংখ্যা মুছে ফেলি (2). 
এক্ষেত্রে আর বসানোর মতো কোনো সংখ্যা বাকি নেই, সুতরাং আরও একধাপ আগে চলে যাই আর 
ক মুছে কেলি৷ এখন o on রড HURTS লিয রা লারা এক UN 
LG মুছে এর পরের বড় TT 2 নয় ত RU এসে বসছে জী 
ও তৃতীয় ঘরে এসে 3 বসিয়ে আমরা (2, 1, 3) পাব। এভাবে আমরা যদি করতে থাকি এ 
বাকি সবরকম বিন্যাস পেয়ে যাব। 

এখন এটি হাতে করা যতখানি সহজ কাজ, কোডে করা অত সহজ নাও মনে হতে পারে। সত্যি 


প্রোগ্রাম লে | প্রথমে খেয়াল কর আমরা প্রথমে 

কথা বলতে হাতে করার থেকে প্রোগ্র nu করে। সুতরাং তোমরা 

প্রথম ঘরে সংখ্যা বসাব এ p E নন পদ্ধতিতে কখনও 

পার যে এই কাজ / E" কাজ আর যাই হোক লুপ দিয়ে খুব একটা 

ও তুমি আবার পিছিয়ে আর পিছিয়ে আসার এ যা করছি তা হলো 
সহজে করতে পারবে না। আরে করে চিন্তা করলে দেখবে যে আমরা 


আমাদের কিছু সংখ্যা দেওয়া সবচেয়ে ছোট সংখ্যা বসিয়ে বাকি সংখ্যা দিয়ে পরের 
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অংশে বিন্মাস বানাচ্ছি। শেষ হয়ে গেলে পরবতী সংখ্যা বসিয়ে বাকি সংখ্যা দিয়ে আবার চিন 
(black box) Mid 


বানাচ্ছি। অর্থাৎ জিনিসটি এমন যে, একটি ব্ল্যাকবক্স 
সেবিন্যাস বানাবে। এর জন্য সে সবচেয়ে ছোট সংখ্যাকে রেখে দিবে এর পর বাকিসংখ্যা্ 
দিয়ে দেবে। ওই অন্য SIT এর কাজ হয়ে 


তুমি পরবর্তী সংখ্যা রেখে দিয়ে বাকি সব সংখ্যা দিয়ে ওই অন্য ব্ল্যাকবক্স কে আবার 
ভুমি পারবাশা কৰি বুঝতে পারছ যে এই ব্লাকবক্সটি হলো রিকার্সিভ ফাংশন। কিন্তু এই বিকা 
ফাংশনটি ফিবোনাচি াফ্যাক্টোরিয়ালের মতো সহজ নয়। যখনই একটি ফাংশন লিখবে আগে? 
করে দেখ তোমার এই ফাংশনকে কী দিতে হবে, সে কী দিবে আর সে কী করবে? একে একে 
প্রশ্নগুলোর উত্তর দেওয়া যাক। কী দিতে হবে? - যেসব সংখ্যা এখনো বাকি আছে তাদের দি 
হবে, কী দিবে?-কিছুই দিবে না, কী করবে? - কিছু সংখ্যা ইতোমধ্যেই ঠিক করা হয়েছে, বা 
খ্যাগুলোকে বিন্যস্ত করে যেসব বিন্যাস হয় তাদের সবাই যেন প্রিন্ট হয় তা নিশ্চিত করতে হৰে 
একটু ভাবলে তোমরা বুঝবে যে যেসব সংখ্যা বসানো হয়নি সেগুলো ব্ল্যাকবক্সে পাঠানোর সঙ 
সঙ্গে তোমরা এখন পর্যন্ত কার পরে কাকে বসিয়েছ সেটাও পাঠাতে হবে। সুতরাং ব্ল্যাকবক্সকে দুটি 
জিনিস দিতে হবে, ১. এখন পর্যন্ত কোন সংখ্যাগুলো বসানো হয়েছে এবং কী ক্রমে ২. কোন কোন 
সংখ্যা এখনো বসানো বাকি আছে। base কেইস হলো যখন সব সংখ্যা বসানো হয়ে যাবে তথ 
এবং সেই সংখ্যার ক্রম আমরা প্রিন্ট করব। এখন পর্যন্ত আমরা দেখেছি কীভাবে একটি ফাংশনে 
একটি integer বা double টাইপের ডেটা পাঠানো যায় কিন্তু একটি আযারে কীভাবে পাঠাতে 
হয় তা আমাদের অজানা । সাধারণ নিয়ম হচ্ছে তুমি পয়েন্টার (pointer) ব্যবহার করে পাঠাবে 
কিন্তু তোমাদের বেশির ভাগই পয়েন্টার ভয় কর (বলতে দ্বিধা নেই যে আমি নিজেও পয়েন্টার বেশ 
ভয় করি)। আরেকটি উপায় হচ্ছে ভেক্টর (vector) ব্যবহার করা। তবে এটি বেশ ধীরগতির। 
আরেকটি উপায় হলো গ্লোবাল (global) scs ব্যবহার করা। আমরা দুধরনের আ্ারে IN 
নম্বরগুলো পর পর থাকবে। ব্লযাকবক্সের ভেতরে তুমি একে একে 1 হতে ৪... 
করবে যে আগে বসানো হয়েছে কিনা যদি না বসানো হয়ে থাকে n, পর্যন্ত সংখ্যাগুলো 
এটিও লিখে রাখবে যে এই সংখ্যাটি ব্যবহার করা হয়ে গেছে ১. 
সেও একইভাবে কাজ করবে। কাজ শেষে সে যখন ফিরে কব 
হলো বসানো সংখ্যাকে সরাতে হবে আর তুমি যে লিখে, coco aae ^ 
পরিবর্তন করে লিখতে হবে যে এটি এখনো ব্যবহার রেখেছ যে এই সংখ্যা ব্যবহার হয়েছে সোঁ 
মাত্র একটি বিন্যাস প্রিন্ট করেই তোমার প্রো র করা হয়নি এই কাজ যদি না কর তাহলে দেখার 


হিসাবে পাঠাই তাহলে আমাদের কাজ অনেকৰ 
ব আর তা হলো? এর মান, তবে এটি চাইলে গ্লোব 
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বসানো সংখ্যা কি সরানোর আদৌ রক জিতে 
পাই কি যথেষ্ট নয়? তোমাদের জন্য বিন্যাস প্রি চে সংখ্যা অব্যবহৃত আছে সেই কাজটি 


কোড ৪.৯: permutation.cpp 


y int used[20], number[20]; ii 
4 | 
o //call with: permutation(1, n) 
g //make sure, all the entries in used[] is 0 
৫ void permutation(int at, int n) 

ví 

| 4 if(at == n + 1) 
৮ 
৯ for(i = 1; i <= n; i++ 

১০ printf (yga ", number [i]); 

১১ printf ("in"); 

১২ return; 

১৩ } 

১৪ 

১৫ for(i = 1; i € nj AH) Pf(iusedlr]) 
১৬ { 

১৭ used[i] = 1; 

১৮ number[at] = i; 

১৯ permutation(at + 1, n); 

২০ used[i] = 0; 

Bu 

২২) 


8.8.3. সবরকম সমাবেশ বের করা (Combination Generation) 


n টি সংখ্যা দেওয়া থাকলে তাদের থেকে k টি করে সংখ্যা নিয়ে সবরকম সমাবেশ বা 
combination প্রিন্ট করতে হবে। যেমন n = 3 ও k = 2 হলে আমাদের প্রিন্ট করতে হবে: 
11,2). (1, 3) এবং (2, 3). আমরা যেমন তেমনভাবে চিন্তা না করে আগের মতো যৌক্তিক চিন্তা 
ক্রব। দুভাবে আমরা এই প্রবলেমের সমাধান খেয়াল করতে পারি। প্রথম উপায়টি হলো, আমরা 
একে একে থেকে n পৰ্যন্ত যাব আর ঠিক করব এই সংখ্যাকে নিব কি নিব না। একদম শেষে গিয়ে 
যদি আমরা দেখি যে আমরা } টি সংখ্যা নিয়ে ফেলেছি তাহলে তো হয়েই গেল। আর না হলে আমরা 


১৯০৩ 


ফেরত যাব এটি প্রিন্ট না করে। এখসধখয়্ঘজল্ঞউনীমাধান সঠিক থাকলেও আমাদের 
অনেক বেশি লাগবে । আমরা প্রতিটি সংখ্যার কাছে গিয়ে গিয়ে একবার নিচ্ছি আরেকবার নি 
সুতরাং মোট 2" বার কাজ করে এর পর তার থেকে (2) বার প্রিন্ট করছি। আমরা কি এই কাউনী। 
সময়ে করতে পারি না? পারি। মাত্র একটি লাইন লিখলেই আমাদের এই কাজ হয়ে e 
যদি কখনও দেখি যে আমাদের যেসব সংখ্যা নেওয়ার ব্যাপারে এখনো সিদ্ধান্ত নেওয়া বাকি 

টি সংখ্যা না হয় তাহলে আর পরবর্তী ফাংশন কল্প 


তাদের সবাইকে নিলেও যদি আমাদের ॥ 
দরকার নেই। এখান থেকেই ফিরে গেলে হয়। আমাদের এভাবে সমাধানের প্রোগ্রাম কোড ৪১ 
| 


এ দেওয়া হলো। এই কোডের লাইন 7 এর জন্য আমাদের প্রোগ্রাম 0(2") হতে 0((!)) হৰে 


কোড ৪.১০: combination1.cpp 


১ int number[20]; 
-* int Ki 
৩ 
8 // call with: 10232718625 84222 (1, k) 
€ void combination(int at, int left) 
৬ 1 
৭ if(left > n — at * 1) return; 
৮ 
৯ // gou can use left == 0 to make it a little 
৯০ // bit more faster in such case you dont 
১৯ // need following if(left) condition 
১২ if(at == n + 1) 
» { 
১৪ for(i = 1; i <= k; i++) 21266 ("৯৭ ", number[il); 


৯৫ printf (" in") ; 
১৬ return; 


২৬ ) www.pdfjagat.com 
দ্বিতীয় পদ্ধতির ক্ষেত্রে আমরা প্রত্যেক ঘরে যাব, এরপর এখানে আগের ঘরগুলোতে বসানো 


হয়নি এমন একটি সংখ্যা বসাব এবং এভাবে একে একে / ঘরে যখন আমরা স 
তখন আমরা একটি সংখ্যার সমাবেশ পেয়ে যাব। তবে এক্ষেত্রে 


দেওয়া হলো। আশা করি 14 নম্বর লাইন বাদে বাকি বুঝতে তোমাদের সমস্যা হবে না। 
আমরা যেভাবে এর আগের বার একটি if দিয়ে 0(2") হতে O((7)) আনা হয়েছে এখানেও 
সেরকম কাজ করা হয়েছে। তবে পার্থক্য হলো আমরা এর আগে আলাদাভাবে শর্ত যাচাই করে 
ছিলাম, এবার for লুপের উপরের সীমা (upper bound) হিসেবে এই কাজটি করেছি। এই 


int number [20] ; 
int n, k; 


//call with: permutation (27"9 


void combination(int at, int last) 


r I 


z r3 'w.pdfjagat.com  ; i44) | 
১৪ forli = last * 1) 2 


১৫ 
১৬ 
১৭ 
১৮ } 
১৯ } M rn cuida D a 


number [at] = 1} 


combination (at # Ly ৬11 


8.8.5 Eight Queen সমস্যা 


। তোমরা যারা দাবা খেলা জানো, আশা করি তাদের বুঝতে কোনে 
১১৯০ একটি দাবার বোর্ডে দাবা বোর্ড ৪ x ৪ হয়ে থাকে) ৪টি Queen 
(আমরা অনেক সময় বাংলায় এদের মন্ত্রী বলে থাকি) কে কতভাবে বসানো যায় যেন কোনো queen 
ই অন্য কোনো queen আক্রমণ না করে। একটি queen অপর আরেকটি queen কে আক্ৰমণ 
করতে পারবে যদি তারা একই সারি (row) বা একই কলাম (column) বা একই কর্ণ (diagonal, 
বরাবর থাকে। সমস্যাটি খুব একটা কঠিন না। আমাদের যা করতে হবে তা হলো প্রত্যেক সারিতে 
গিয়ে গিয়ে একটি করে queen বসাতে হবে, সব সারিতে queen বসানো শেষ হয়ে গেলে আমরা 
দেখব কোনো একটি queen অপর আরেকটি queen কে আক্রমণ করে কিনা। যেহেতু আমরা 
প্রতি সারিতে একটি করে queen বসাচ্ছি সেহেতু কোনো দুটি queen একই সারিতে আছে কিনা 
তা দেখার দরকার নেই। শুধু একই কলামে আছে কিনা তা দেখতে হবে আর একই কর্ণ বরাবর আছে 
কিনা তা। একই কলামে আছে কিনা এটি যাচাই করা খুব সহজ, কিন্তু একই কর্ণ বরাবর আছে কিনা 
সেটি দেখা বেশ tricky. দুধরনের কর্ণ হতে পারে। এক ধরনের কর্ণ উপরের বাম দিক থেকে শুরু 
করে নিচের ডান দিকে যায় অন্য কর্ণগুলো উপরের ডান দিক থেকে নিচের বাম দিকে যায়৷ মনে করি 
আমাদের দাবা বোর্ডের সারিগুলো উপর থেকে নিচে 1 হতে 8 পর্যন্ত নম্বর করা এবং কলামগুলো বাম 
থেকে ডান দিকে 1 হতে 8 পর্যন্ত নম্বর করা (চিত্র ৪.২)। এখন একটু খেয়াল করলে দেখবে যেসব 
ক পলি ফান বকা সেসব কর্ণে থাকা ঘরগুলোর সারি ও কলামের 
বিয়োগফল বং যেসব ক 
রা নিক কে মিচের বাম দিকে বার বাতের 
তাহলে আমরা সর সারিতে queen বসানোর পর দুটি দুটি করে queen নিয়ে দেখব a 
T এভাবে করলে একটি সমস্যা হলো, এমনও হতে পারে যে আমরা 
Im c P ফেলেছি এর পর বাকি 6 টি queen কে আমরা কি 
নর ES » না কেন আমরা কোনো বৈধ সমাধান পাব না। সুতরাং 
8 গোরা পরে যাচাই করে দেখতে পারি যে এখন পর্যন্ত বসানে 
শাক অবস্থানে আছে কিনা। একটু চিন্তা করলে দেখে, 

WIS SON করার দরকার নেই। শুধুমাত্র নতুন বসানো quee" 
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এর সঙ্গে আগের বসানো queen গুলোকে যাচাই করলেই হয়। আরও একটু চিন্তা করলে দেখবে 
এখানে আমাদের ধরে ধরে আগে বসানো প্রতিটি queen এর সঙ্গে চেক করার দরকার হবে না, 
যদি আমরা এমন কিছু আযারে রাখি যারা বলে দিবে যে অমুক কলাম বা অমুক কৰ্ণে কোনো queen 
আছে কিনা। অর্থাৎ আমরা কোনো একটি queen বসানোর সময় আযারেগুলোতে লিখে দিব যে 


অনেক দূরে চলে এসেছি ঠিকই কিন্তু আমরা এমন সর কিছু করেছি যাতে করে আমাদের ETE 


আগের তুলনায় স মরা যখন এই জিনিস কোড করে দেখবে তখন 
হতিটি ইমণুতযেনট যোগ বরা [রে দে মানের কোড কত সময় নেয় এতে করে 
———— হলেও | nti 
Vor a a বোর্ডেও যাচাই করে দেখতে পার। 
"ara RE র করে লেখা প্রোগ্রাম কোড 8.১২ এ 


বোর্ডের জন্যও এই প্রোগ্রাম রান করে///750595-০০17 


কোড 8.53: nqueen.Cpp  « 
] = column number of queen at ith row 


১ // queen[li 

ই int queen [20] ; zu LM 

ত // arrags 2০ mark if there 19 que d 

8 int column [20], diagonall [40] , diagonal2[ ; 

৫ 

৬ // call with nqueen (1, 8) for 8 queen problem zi 
৭ // make sure column, diagonall, diagonal2 are all 0 initial 
৮ void nqueen(int at, int n) 

৯ 1 

১০ if(at == mo 1) 

১১ { 

১৯২ printf (" (row, colümn) =r "):; 


Eor id= 1;-3 না i++) 
printf ("(%d, %d) ", i, queen[il); 


printf ("An"); 


»9 
১৪ 
৯৫ 
৯৬ return; 
১৭ 
১৮ 
১৯ 


ori 91; 3 €- nf এনা) 


২০ 

২১ if(column[i] || diagonali[i + at] 

২২ || diagonal2[n + i — at]) continue; 

২৩ queen[at] = i; 

28 // note that, i — at can be negative and we 
2c // cant have array index negative so we are 
২৬ // adding offset n with this to make it 


"এল 
d 


mni 


» 
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৩৩. 1 
এ) zum 


তোমরা যদি এতটুকৃতেই হাঁফ ছেড়ে মনে কর যাক অপটিমাই 


রাখি আরও একটি খুব সহজ অপটিমাইজেশন আছে যার ফলে ৫ শেষ হলো, তাহলে বলে 


8.8.8 Knapsack সমস্যা 


মনে কর এক চোর চুরি করতে গিয়েছে। তার কাছে একটি থলে আছে যাতে খুব জোর W 
ওজনের জিনিস নেওয়া যাবে। এখন সেই চোর চুরি করতে গিয়ে ॥ টি জিনিস দেখতে পেল। ; তম 
জিনিসের ওজন wi এবং ওই জিনিস বিক্রি করলে সে v; টাকা পাবে। এখন সবচেয়ে বেশি কত 
টাকার জিনিস চোর চুরি করতে পারবে যেন সেসব জিনিসের মোট ওজন W এর থেকে বেশি না 
হয়? এক্ষেত্রে সীমাগুলো খুব গুরুত্তৃপূর্ণ। n < 50, w; < 101? এবং v, < 1012. তাহলে আমরা 
কী করব? আগের মতো একে একে 1 থেকে n পৰ্যন্ত যাব, কোন জিনিস নিব, কোন জিনিস নিব না 
শেষে গিয়ে দেখব যে ওজন W এর থেকে বেশি হয়েছে কিনা। বেশি হলে এটি সমাধান হবে না, 
আর তা না হলে আমরা এরকম সকল সমাধানের মধ্যে ACFA দাম সবচেয়ে বেশি হয় সেটাই 
সমাধান হবে। বুঝতেই পারছ এত সহজ সমাধান হলে এখানে আর আলোচনার কিছু থাকত না! 
তাহলে এই সমাধানের ঝামেলা কোথায়? প্রথমে হিসাব করে দেখ এই সমাধানের রানটাইম কত? 
O(2"). অবশ্যই n < 50 এর জন্য এটি একটি বিশাল মান। তাহলে আমরা কীভাবে সমাধান 
করতে পারি? আমাদেরকে আগের eight queen সমস্যার মতো কিছু অপটিমাইজেশন বের 
করতে হবে। প্রথমত আগের মতো আমরা প্রতিটি জিনিস নেওয়ার পরেই দেখব এর ওজন W এর 
থেকে বেশি হয়ে গেছে কিনা, তা হয়ে গেলে পরের জিনিসগুলো দেখার কোনো মানে নেই, এখান 
থেকেই ফেরত যাওয়া উচিত। আরও কী কী অপটিমাইজেশন থাকতে পারে? খেয়াল কর যেগুলো 


বাকি আছে তাদের সবার ওজন মিলেও যদি আমাদের সর্বমোট ওজন W এর থেকে বেশি না হয় 
রর মতো কাজ। আবার দেখ, যেসব ওজন বাকি আছে 


Me ট তাকে নিলে যদি আমাদের মোট ওজন W এর থেকে বেশি হয়ে 
যায় তাহলে আমাদের আর এগিয়ে লাভ নেই। ওজন নিয়ে বেশ অনেক হয়ে 
গেছে। দাম দিয়ে কী ইজেশন করা যায়? যায়, ধর এখন পর্যন্ত আমরা যেসব সমাধান 
বের করেছি তার মধ্যে লো যেই সমাধান তা থেকে আমরা V টাকা পাই। এখন আমরা 

করার মাঝামাঝি পর্যায়ে যদি দেখি আমরা ইতোমধ্যে যত টাকা পেয়ে গেছি আর এখন 


যত জিনিস বাকি আছে área eds না হয় তার মানে এখান থেকে 


ক নেই। এরকম নানা অপটিমাইজেশন প্রয়োগ করলে আমাদের এই 
afr কোনো লাভ নেই ক সাপ কে মূল সমস্যা হলো এর রাই 


$ 
করা সম্ভব না। প্রতিটি অপটিমাইজেশন লিখার পর তোমাকে প্রোগ্রাম চালিয়ে চালিয়ে দেখনা 
কী রকম সময় নেয় না নেয়। à 


৪.৫ প্রোগ্রামিং সমস্যা 
8.৫.১ অনুশীলনী 


খুব সহজ 
3: UvalLive 6983 


সহজ 
- UvaLive 6802 :: UvaLive 6809 :: Uva Live 6836 :: UvaLive 6884 < Uus: 


6906 :: UvaLive 6912* © UvaLive 6948 :: UvaLive 6954 :: UvaLive 697; 
-= UvaLive 6990* :: UvaLive 6998 = UvaLive 7000 + UvaLive 7014 :: UvaLiye 
7047 :: UvaLive 7058 :: UvaLive 7086 


সামান্য কঠিন 


0৬511529850 :: UvaLive 6999 :: UvaLive 7002 :: UvaLive 7006 10311 
7009 -: UvaLive 7053 
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অধ্যায় ৫ 


ডেটা স্ট্রাকচার 


আ্যালগরিদম হচ্ছে একটি সমস্যা সমাধানের পথ আর ডেটা স্ট্রাকচার (Data Structure 


হচ্ছে ডেটাকে সাজিয়ে রাখার জিনিস। অনেক সময় কোনো একটি আ্যালগরিদমের | 


এ 


(efficiency) ডেটা স্ট্রাকচারের উপর নির্ভর করে। খুব সহজ একটি উদাহরণ দেয়া যাক। মনে 
কর তোমাকে একে একে একটি করে সংখ্যা দেওয়া হবে 1 থেকে n এর মধ্যে, তোমাকে বলতে 
হবে এই সংখ্যাটা এর আগে এসেছিল কিনা। তুমি কীভাবে করবে? একটি উপায় হলো সংখ্যার 
একটি অয়ারে রাখা । যখন কোনো সংখ্যা আসবে তখন ওই আ্যারেতে খুঁজে দেখ এর আগে ওই 
সংখ্যা এসেছিল কিনা যদি না থাকে তাহলে এই আ্যারের শেষে এই সংখ্যাটা রাখ। আরেকটি উপায় 
হলো এমন একটি আযারে রাখ যেখানে তোমার লেখা থাকবে যে কোনো একটি সংখ্যা এর আগে 
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(a) গ্রাফ (Graph) (b) আযডজাসেন্সি ম্যাট্রিক (Adjacency Matri 
নকশা ৫.১: একটি গ্রাফের আযাডজাসেন্সি ম্যাট্রিক্সের উপস্থাপন 


৫.১ লিঙ্কড লিস্ট (Linked List) 


মনে কর আমরা ফেসবুকের n জনের মাঝের সম্পর্ক একটি ডেটা স্ট্ৰাকচারে রাখতে চাই৷ 
কীভাবে রাখব? নানা উপায় আছে, একে একে আমরা তিনটি উপায় দেখি এবং তাদের সুবিধা 
অসুবিধাও। 


« উপায় ১: একটি n x n আকৃতির 0-1 ম্যান্রিক্স রাখা ৷ যদি? তম মানুষ আর j তম মানুষের 
মধ্যে বন্ধুত্ব থাকে তাহলে ম্যাট্রিক্সের [illj] তম জায়গায় 1 রাখব অন্যথায় 0 রাখব। এই 
দাত নাদের cdd লাগিবে 0 2) কিন্তু কোনো দুজনের মধ্যে বন্ধুত্ব আছে কিনা 
বা যদি নতুন দুজনের মধ্যে বন্ধুত্ব হয় তাহলে আমাদের ডেটা স্ট্রাকচার আপডেট করতে 
সময় লাগবে O(1). একে আমরা আযাডজাসেন্সি ম্যাট্রিক্স (adjacency matrix) বলে 
থাকি। চিত্র ৫.১ এ আমরা একটি গ্রাফের আযাডজাসেন্সি ম্যাট্রিক্স দেখালাম। প্রতিটি edge 
এর জন্য খেয়াল কর ম্যাট্রিক্সের ওই জায়গায় 1 আছে। আবার যেখানে যেখানে edge নেই 
সেখানে সেখানে 0. যেমন 0 আর 1 এর মধ্যে edge আছে তাই ম্যাট্রিক্সের [0][]] আর 
[1110 এ 1 আছে। আবার 0 আর 4 এর মধ্যে edge নেই তাই [4110] ও [0][4] এ 0. 


5 উপায় ২: একটি n % n আকৃতির ম্যাট্রিক্স রাখব। ৷ তম সারিতে থাকবে ৷ তম মানুষের 

Fal rn tano একটি তালিকা বা লিস্ট। আমরা আরেকটি আযরেতে 

ৰিব যে কোনো একজন মানুষের কত জন বন্ধু আছে। সুতরাং আমরা জানি (b 
Tig io যাহে এখানে f riend[i] হলো ৷ তম 

| এই পদ্ধতিতে আমাদের মেমোরী লাগবে আগের মতো - ) 


'আমাদের সময় লাগবে O (1) কারণ আমরা কিন্তু খুব রে 
দিয়ে ম্যাট্ৰিক্সের [/][/1০7,011]] স্থানে নতুন বন্ধুকে 


0 380048৭588০ 
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নকশা ৫.২: একটি গ্রাফের আযাডজাসেন্সি লিস্টের উপস্থাপন 


পারি। একে আযাডজাসেন্সি লিস্ট (adjacency list) এর আ্যারে ইমপ্লিমেন্টেশন (arra 
implementation) «CT | y 


, উপায় ৩: আমরা আলাদা আলাদা করে ॥ জন বন্ধুর জন্য তালিকা রাখব। আগে থেকেই 
nx n ঘরের জায়গা ডিক্লেয়ার (declare) না করে আমরা নতুন নতুন বন্ধু এলে তাদের 
জন্য ডায়নামিক মেমোরী আালোকেশন (dynamic memory allocation) করে তাদের 
লিস্টে ঢুকিয়ে দেব। এটি হলো আযাডজাসেন্সি লিস্টের লিঙ্কড লিস্ট ইমপ্রিমেন্টেশন (linked 
list implementation). আগের পদ্ধতির সঙ্গে পার্থক্য শুধু মেমোরী কমপ্রেক্সিটিতে। 
এই পদ্ধতিতে যতগুলো বন্ধত্ব ঠিক তত মেমোরী লাগবে। চিত্র ৫.২ এ আমরা আযাডজাসেন্সি 
লিস্টের সাহায্যে একই গ্রাফের উপস্থাপন দেখালাম। 


তাহলে লিঙ্কড লিস্ট হলো আ্যারের ভাই। আ্যারেতে আগে থেকেই এর দৈৰ্ঘ্য আমাকে বলে 
দিতে হয় কিন্তু লিঙ্কড লিস্টে তার দরকার হয় না। কিন্তু আমরা বেশির ভাগই ডায়নামিক মেমোরী 
আলোকেশন (dynamic memory allocation) কে খুব ভয় করে থাকি। ডায়নামিক মেমোরী 
আ্যালোকেশনকে পাশ কাটানোর একটি উপায় হলো, প্রোগ্রামিংকন্টেস্টের বেশির ভাগ সময়ই আগে 
থেকেই বলা থাকে যে তোমার সবচেয়ে বেশি কত বড় ইনপুট হতে পারে। এই মান থেকে তোমরা 
সহজেই বুঝতে পারবে যে তোমাদের লিস্টে সবচেয়ে বেশি কতগুলো উপাদান দরকার হতে পারে! 
ঠিক তত আকার আগে থেকে ডিক্রেয়ার (declare) করে রাখলেই হয়। তোমরা ভাবতে পার যে 
এটা তো ত্যারেই হয়ে গেল। না, মনে কর এর আগের উদাহরণে আমরা বলে দিলাম মোট 10% এর 
বেশি বন্ধু জোড়া হবে না, কিন্ত মোট 10 জন ভিন্ন মানুষ হতে পারে। অৰ্থাৎ, তুমি যদি এটি আ্যারে 
করতে চাও তাহলে তোমাকে 104 10‘ মেমোরী আগে থেকেই ডিক্লেয়ার করে রাখতে 


হচ্ছে। কিন্তু তুমি যদি লিঙ্কড লি: টি প না NA ত কর তাহলে শুধু 10° আকারের মেমোরী ডিক্রেয়ার 
def হয়ে যাবে। এভাবে তোমরা ডায় মেমোরী সারার আমরা এখানে 
ne করা একটি আ্যারে জায়গা নিয়ে কাজ করতে এর 


৫২৫ 

n 

ডেটা হলো 1 এবং এর TIC রর পরের নোডকে নির্দেশ করছে। এর পরের নোডে MUN 
ডেটা হলো ৷ এবং এর টক নিৰ্দেশ করছে না। বরং এখানে টার্মিনাল (terminal) মং Le 
টার্মিনাল মান হলো এমন একটি মান যা কোনো নোডকে নির্দেশ করে না কিন্তু এই মান ০ 
4 লিস্ট এখানেই শেষ হয়ে গেছে। কখনও কখনও হেডেই দেখ 


(Delete 
লিঙ্কড লিস্টের মাধ্যমে তোমরা যেকোনো কাজ করতে পারবা। 


সার্চ (Search) 


আমরা লিস্টের প্রথম থেকে শুরু করব। যতক্ষণ না টার্মিনাল মান পাচ্ছি ততক্ষণ পরবর্তী নোছে 
পয়েন্টার ধরে ধরে একে একে প্রতিটি নোডের ডেটা তে আমারা যেই মান খুঁজছি সেটি আছে কিন 
তা দেখব। 


ইনসার্ট (Insert) 


লিঙ্কড লিস্টে ইনসার্ট করার জন্য আমরা একটি নতুন নোড নিব। এর ডেটা অংশে আমরা ডে 
রাখব আর MES হেড যাকে নির্দেশ করে আছে তাকে নির্দেশ করব। সেই 
আমাদের হেডকে এই নতুন নোডে নির্দেশ করব। তাহলে আমরা আমাদের নতুন নোডকে নি 
লিস্টের শুরুতে ইনসার্ট করিয়ে দিতে পারছি। = 
_ যদি লিষ্ট আগে থেকে ফাঁকা না থাকে এবং কোনো একটি নোড (যেমন চিত্র ৫.৩ এ 1৫ 
ই, তাহলে যা করতে হবে তা হলো, D এর next নিৰ্দে ক 
£ নিদেশ করবে D কে। তুমি যদি শুরুতেই A এর pp 
on dual 4 কাকে নিৰ্দেশ করছিল তা কিন তুম 
কে নির্দেশ করাতে হবে, এর পর A এর next = 


_ $8 
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.. Deletion of p 


^ 


next | 
EIE 
০০০০ [০০৫ 


insertion of D 


নকশা ৫.৩: লিঙ্কড লিস্ট 


ডিলিট (Delete) 


যদি আমাদের হেডের পরের নোডকেই ডিলিট করতে হয় তাহলে হেড ওই নোডের next যাকে 
নির্দেশ করে আছে তাকে নির্দেশ করিয়ে দিলেই হবে । আর যদি অন্য কোনো নোডকে ডিলিট করতে 
হয় (যেমন চিত্র ৫.৩ এর B) তাহলে আমরা A এর next কে B এর next এ নির্দেশ করিয়ে দেব। 

এখন কথা হলো এই জিনিস কোড করবা কীভাবে । আমরা ইচ্ছা করলে স্ট্রাকচার দিয়ে করতে 
পারি বা data ও next এর জন্য দুটি আলাদা আযারে রেখেও করতে পারি। আমরা কোড ৫.১ এ 
একটি গ্রাফের আযাডজাসেন্সি লিস্টের কোড দিলাম। যদি £ আর y এর মধ্যে edge থাকে তাহলে 
আমরা ০74.2, y) কল করব, তাহলে y কে £ এর আ্যাডজাসেন্সি লিস্টের শুরুতে ইনসার্ট করা 
হবে। এজন্য প্রথমে একটি নতুন নোড নেওয়া হচ্ছে (id). এর data তে y রাখা হচ্ছে আর এর 
next এ বর্তমান হেডের মান রাখা হচ্ছে। সেই সঙ্গে হেডে বর্তমান নোডকে নির্দেশ করা হচ্ছে। 
ডিলিট করার কোডে লিঙ্কড লিস্টের প্রথম নোডকে আমরা ডিলিট করছি। সার্টের কোডে আমরা 2 
এর লিস্টে y কে কীভাবে খুঁজতে হবে সেটা দেখানো হলো। মূলত এই তিনটি জিনিসই প্রয়োজন 
হয়৷ আশা করি অন্য কোনো ফাংশন দরকার হলে তোমরা নিজেরা লিখে নিতে পারবে। বেন 


কোনো একটি নোড খুঁজে ডিলিট বা কোনো নোডের ' 19 ২১০৮০ dita 
রণ করলেই ৷ বে। তবে এ it (initialization) 


| 


Ld 
১৬৩৭০৩৪৯০৩০ 


৬৫ ৮ &/ ৬ % ৬ 
ণ-ন৫%ে’০৫০ 


১৯ 


af 
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// total node * 10000, 0 to 9999. 
// Initilize them to -1 

int head [10000] ; 

// total edge = 100000 

int data[1000001], next [100000] ; 
// Global variable has initial value of 0. 


int id; 


void insert(int x, int y) 


1 


// add node y in the list of X | 
| 
| 


data[id] = Y: 

next[id] = 17533 [১] ; | 
head[x] = id; 
id**; 


) 


void erase(int x) 
// if gou are not sure if the linked 
// list is empty, check head[x] == —1? 
head[x] = next [head [x]] ; 


//erase first node from head of x | 
| 
|| 
l 


//search node y in list of x 
int search(int x, int y) | 


E Y E — - === === 


(variation) আছে। যেমন ডাবলি লিঙ্কড লিস্ট (৫০৬৮ 


çed list). এই লিঙ্কড লিস্টের শুধু ৪% bien 
"n. লিঙ্কড লিস্ট (circular linked 150), এই চি Ne থাকে। এছাড়াও আছে, 
থাকে না বরং এটি আবার শুরুকে নির্দেশ করে থাকে ৩ N next এ কোনো টার্মিনাল মান 
করে লিঙ্কড লিস্ট বানাই না, STL এর ভেষ্টর (vector) কে এই কাজে 


না করলেই হলো। খুব কম ৰ মাঝে ইনসার্ট বা ডিলিট করতে হয়। দিন আগে : 
একটি লিস্টের মধ্যে নোড ইনসাৰ্ট এবং ডিলিট করার প্রয়োজন পরেছিহ। আমি দিন আগে আমার 
(9) ব্যবহার করেছিলাম। এই লিস্ট নিয়ে আমার খুব একটি ভালো ধারণা নেই কিন্তু আমার কাজ 
ঠিক মতোই হয়েছিল। সুতরাং তোমাদের যদি কখনও লিঙ্কড লিস্টের মধ্যে ইনসার্ট বা ডিলিটের 
প্রয়োজন হয় তোমরা StL এর লিস্ট (list) ব্যবহার করার চিন্তা করতে পার। তবে লিঙ্কড লিস্টে কিন্ত 
বিক্ষিপ্তভাবে আ্যাক্সেস (random access) করতে পারবে না। মানে তুমি চাইলে আমি লিস্টের 5 
তম স্থানের নোডে যেতে চাই। না যেতে পারবে না। যেতে হলে হেড হতে একটি একটি নোড পার 
করে যেতে হবে। Random access বা বিক্ষিপ্তভাবে ত্যাক্সেস করার মানে হলো O (1) এ তুমি 
যেকোনো অবস্থানের নোডে যেতে পারবে। বাইনারি সার্চের ক্ষেত্রে অবশ্যই বিক্ষিপ্তভাবে ত্যাক্সেস 
করার সুযোগ থাকতে হবে। নাহলে তুমি কীভাবে ফট করে মধ্যে গিয়ে দেখতে পারবে ওখানে কত 
আছে? 


৫.২ স্ট্যাক (Stack) 


আমি ঠিক জানি না স্ট্যাক (Stack) কে বাংলায় কী বলে, তবে হয়তো একে স্তূপ বলা যায়। 
আমরা বলে থাকি যে কাগজের স্তূপ জমে গেছে বা থালার স্তুপ জমে গেছে। এখানে স্তুপ আসলে 
কেমন জিনিস? আমরা যখন একটির পর একটি থালা রাখি তখন কীভাবে রাখি? নতুন যা থালা 
আসে তা সব থালার উপরে রাখি, আর যদি একটি থালা নিই তাহলে উপর থেকে নেই ৷ এটিই স্ট্যাক। 
্ট্যাক এ কোনো জিনিস প্রবেশ করানোকে পুশ (push) এবং কোনো জিনিস তুলে নেওয়াকে পপ 
(op) «cer স্ট্যাককে আমরা LIFO বা লাস্ট-ইন ফাৰ্্ট-আউট (Last In First Out) বলি কারণ 


guereomeoetegni 2| 1 
pop সপ লা লৈ A 
নকশা ৫.৪: স্ট্যাক (Stack) 


কোড ৫.২: Stack.cpp 


' implementation W/ 

^o initialization 

+] = data; //push 

rn s{— sz); //pop and return 

(৪2) //check whether there is something in stack 
E: "dg 
inked list implementation W/ 


৮4 
HH 4 * 
Ld d; 
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9. ৮০০ () ; //return Wy poflagat.c but doesnt po 

A g.pop () ) //pop but doesnt return kc 
9,589 0) //size of the stack 


» g.empty () 7 //returns true if empty 


এখন এত সাধারণ জিনিস ব্যবহার করে কীভাবে কঠিন সমস্যা সমাধান 


করা সম্ভব? একটি 


৫২১ 0—  ম্যাট্রিক্সে সব 1 ওয়ালা সবচেয়ে বড় আয়তক্ষেত্ৰ 


সমস্যা: ধরা যাক একটি n x m ডাইমেনশনের 0 —  ম্যাট্রিক্স দেয়া আছে। আমাদের এমন 
সব আয়তক্ষেত্র বের করতে হবে যার সবগুলো সংখ্যা 1 | এদের মধ্যে সবচেয়ে বড় ক্ষেত্রফলটি 
প্রিন্ট করতে হবে। 

সমাধান: প্রথমে আমরা সারির উপর লুপ চালাব। আমরা ধরে নেব যে এই সারিই হলো 
আমাদের আয়তক্ষেত্রের নিচের বাহু। সুতরাং আমরা এখন এমন একটি আয়তক্ষেত্ৰ বের করতে চাই 
যার নিচের বাহু এই সারিতে থাকবে, যার ভেতরে সবগুলো সংখ্যা 1 এবং এর ক্ষেত্রফল সবচেয়ে 
বেশি। আমরা যা করব তা হলো প্রতিটি কলামে গিয়ে ওই সারি থেকে তার উপর দিকে যতগুলো 
পর পর 1 আছে তার সংখ্যা গুনে বের করব। এর ফলে আমরা আসলে? টি সংখ্যা পাব (প্রতিটি 
কলামের জন্য একটি সংখ্যা)। যেমন চিত্র ৫.৫ এ আমরা একটি 0-1 ম্যাট্রিক্সের চতুর্থ সারিকে ভিত্তি 
ধরেছি। এর ফলে ওই সারি হতে উপর দিকে কয়টি 1 আছে তার সংখ্যা নিয়ে ডান দিকের আ্যারেটি 
বানিয়েছি। এখন আমাদের এই আ্যারের এমন একটি সাব-রেঞ্জ (sub-range) বের করতে হবে 
যার দৈর্ঘ্যের সঙ্গে এই সাব-রেঞ্জে থাকা সংখ্যাগুলোর মধ্যে সবচেয়ে কমটি গুণ করলে যেই গুণফল 
হয় তা যেন সর্বোচ্চ হয়। 


তাহলে আমরা স্ট্যাকের উপরের s MM Ddfjagatieonmcs দেখব যে এই সংখ্যা 
খ্যার থেকে ছোট না বড়। যদি আমাদের নতুন সংখ্যা বড় হয় তাহলে আগের মতোই এই 
এবং স্থান (index) স্ট্যাকে রাখব। আর যদি ছোট বা সমান হয়, তাহলে স্ট্যাক থেকে একটি এ৷ 
করে সংখ্যা তুলতে থাকব যতক্ষণ না স্ট্যাকের হেডের সংখ্যাটি আমাদের সংখ্যা থেকে ছোট 
প্রতিবার আমাদের যা করতে হবে তাহলো, স্ট্যাক থেকে পাওয়া ইনডেক্স ও আমাদের বনী 
ইনডেক্স এর মাঝের দূরত্বকে ওই সংখ্যা দিয়ে গুণ করতে হবে। এখন এই গুণফলগুলোর $ 
সবচেয়ে বড়টিই আমাদের উত্তর। যখন আমরা আমাদের বর্তমান সংখ্যার থেকে ছোট একটি স্ব 
পাব তখন আমরা সর্বশেষ যেই ইনডেক্স স্ট্যাক থেকে পপ (pop) করেছিলাম সেই 
আমাদের বর্তমান সংখ্যা পুশ করব। যেমন চিত্র ৫.৫ এর 1D আ্যারেতে প্রথমে আছে 2, এ 
আমরা একটি স্ট্যাকে পুশ করি। এর পর 4 কে পুশ করি, কারণ এটি স্ট্যাকের হেডে থাকা 2৫ 
থেকে বড়। এখন এর পরের সংখ্যা 1 যখন নিবে তখন দেখো স্ট্যাকের হেডে আছে 4 এবং আম 
আর এই 4 উচ্চতার আয়তক্ষেত্রকে প্রস্থে বাড়াতে পারছি না। সুতরাং 4 উচ্চতার আয়তক্ষেত্র আমন 
মাত্ৰ ঘর ব্যাপী পেয়েছি। তাই এর ক্ষেত্রফল 4. এবার 4 কে তুলে ফেলে দেই স্ট্যাক থেকে। এবার 
দেখি উপরের উপাদান হলো 2. এখন 2 এর ইনডেক্স থেকে এই পর্যন্ত মোট 2 টি কলাম। অর্থ 
2 উচ্চতার আয়তক্ষেত্ৰ মোট 2 x 2 = 4 ঘর জুড়ে আছে। এবার এটিও তুলে ফেলে দাও। যেহেঃ্‌ 
এখন স্ট্যাক ফাঁকা হয়ে গেছে (বা যদি উপরের উপাদান আমাদের বর্তমান সংখ্যা 1 এর থেকে ছোট 
হতো) তাই আমরা আমাদের বর্তমান সংখ্যাকে স্ট্যাকে পুশ করি। এভাবে চলতে থাকবে। 
এখন কেন এই জিনিস কাজ করবে? একটু চিন্তা করলে দেখবে যে, আমরা আসলে স্ট্যাে 
যা রাখছি তা হলো, আমাদের বর্তমান স্থান থেকে কতদূর পর্যন্ত কত উচ্চতার ওয়ালা আয়তক্ষে 
পাওয়া যায় তা। আমরা যখন স্ট্যাক থেকে একটি উচ্চতা তুলে ফেলছি তার কারণ হলো আমাদের 
নতুন যেই উচ্চতা সেটি তুলে ফেলা উচ্চতা হতে ছোট, সুতরাং আমাদের পক্ষে ওই বড় উচ্চতর 
সমান উঁচু আয়তক্ষেত্ৰ আসলে আর বানানো সম্ভব না। তাই ওই উপাদানকে তুলে ফেলা হচ্ছে 
একটি উদাহরণ দেওয়া যাক, মনে কর স্ট্যাকের সংখ্যাগুলো হলো 5,8,9. এখন তোমার কাছে 
এল 6. খেয়াল কর তুমি কিন্তু ৪ উচ্চতার বা 9 উচ্চতার আয়তক্ষেত্ৰ কিন্তু বাড়াতে পারবে না। যেহেত্‌ 
আর বাড়াতে পারবে না তাহলে 8 দিয়ে কত বড় আয়তক্ষেত্র বানাতে পারবে আর 9 দিয়েই বাক 
বড় আয়তক্ষেত্ৰ বানাতে পারবে? এটি আসলে 8 আর 9 এর সঙ্গে থাকা ইনডেক্স এবং বর্তমান 
ইনডেক্সের এর পার্থক্যকে ওই সংখ্যা দিয়ে গুণ করলেই পাবে। এর পর তোমার কাজ হলো6, আঃ 


8 এর সঙ্গে থাকা ইনডেক্স পুশ করা। কারণ যেই জায়গা থেকে আগে ৪ এর আয়তক্ষেত্ৰ ছিল এখন 
সেই জায়গা থেকে 6 এর আয়তক্ষেত্র শুরু হবে। 


8 


১২০ 


করব। এ জন্য একে 7189 
Mm প্রথমে ঢুকেছিল সেই সবার আগে বের হবে। হেসাউট (First In First Out) বলে 
Sof সেই সবার সামনে থাকবে এবং বাস এলে প্ৰথমেই সে ৰ কিউডে যেসবার আগে 
gere করতে পারো। এখানে প্রথমে 1 ঢুকেছে (পুশ) এর পর 2, এর পর 
(pop) তখন প্রথমে 1 বের হবে, এর পর 2, এর পর 3, স্ট্যাকের মতো ; ter বের হবে 
দা গামা যারে রর ওয় বা দিক লিও ব্যবহার করাতে পরি উন 
queue নামে ডেটা স্ট্রাকচার দেওয়াই আছে। কিউয়েরর বিভিন্ন ইমপ্রিমেন্টেশনের এ 


দেওয়া হলো। 
চন BED pop—. 


নকশা ৫.৬: কিউ (Queue) 


কোড ৫.৩: queue.cpp 
/% array implementation W/ j 
head = tail = 0;  //initialization 5! 
g[tail*t*] = data; //push Y 
return s[head**]; //pop and return 
//check whether there is something in stack 
if(head -- tail) 


/& STL W/ 
fincludecqueue» E 
১০ using namespace std; TEN 


b E LI 
//declare, rē 
GOL, 
V^ à » ৷ 


২০ Q.emptyO; 2084 


৫.৪ গ্রাফ (graph) এর উপস্থাপন 
গ্রাফ (graph) হলো সহজ অর্থে সম্পর্ক। অনেক ধরনের জিনিসের মধ্যে সম্পর্ক বোঝ, 


বল থাকি। যেমন কিছু আগেই আমরা দেখে এসেছি যে ফেসবুকে au. 
চত ত বদের dine di vida করতে পারি। এই প্রান 
মানুষের মধ্যে বন্ধুত্বের à 
আমাদের লেখচিত্রের গ্রাফ না। তবে এখানেও আঁকার জিনিস আছে তবে ছক কাগজের দরকার নেই 
তুমি যেসব মানুষের মধ্যে সম্পর্ক নির্ণয় করবে তারা এক একজন একটি করে নোড বা epe. 
(vertex) ৷ আমরা নোড বা ভার্টেক্স (vertex) বোঝাতে একটি বিন্দু এঁকে থাকি। এখন দুজন 
মানুষের মধ্যে বন্ধুত্ব আছে এটি নির্দেশ করার জন্য তাদের মধ্যে লাইন টেনে থাকি একে বাহু বা 
edge বলা হয়। তোমরা লক্ষ্য করলে দেখবে একটি মানচিত্রে বিভিন্ন শহরের মধ্যে রাস্তা, রেললাইন 
এসব জিনিস দাগ কেটে দেখানো থাকে। এসব ক্ষেত্রে আমরা শহরগুলোকে ভার্টেঝ্স ও রাস্তাগুলোকে 
বাহু বা edge হিসেবে কল্পনা করতে পারি আর তাহলে আমাদের এই বিশাল মানচিত্র একটি গ্রাফ 
হয়ে যায় যা বিভিন্ন শহরের মধ্যে রাস্তার সম্পর্ক দেখায়। 
এখন গ্রাফের সমস্যা সমাধানের সময় আমাদের এই গ্রাফকে মেমোরীতে রাখতে হবে। আমরা 
তো আর কম্পিউটারে ছবি এঁকে রাখতে পারি না, আমাদেরকে এই ভাৰ্টেক্সগুলোর একটি করে ক্রমিক 
সাংখ্যমান দিতে হয় আর কততম ভার্টেক্সের সঙ্গে কততম ভার্টেক্সের সম্পর্ক আছে তা আ্যাডজাসেঙ্গি 
লিস্ট বা আযাডজাসেন্সি ম্যাট্রিক্সের সাহায্যে রাখতে হয়। আমরা কিন্তু ইতোমধ্যেই এই দুটির নামআর 
কীভাবে করতে হয় তা জেনে ফেলেছি! 
আমাদের এই ফেসবুকের উদাহরণে বন্ধত্ কিন্তু দ্বিমুখী বা বাইডিরেকশনাল (bidirectional) 

অর্থাৎ A যদি B এর বন্ধু হয় তাহলে B ও A এর বন্ধু হবে। কিন্তু অনেক সময় এই সম্পৰ্ক 
বাইডিরেকশনাল (bidirectional) না হয়ে একমুখী বা ডিরেকশনাল (directional) হয়ে থাকে৷ 
যেমন ফেসবুকের ফলোয়ার। A যদি B কে ফলো (Follow) করে এর মানে এই না যে B ও 4 
কে ফলো (Follow) করছে। অর্থাৎ এখানে সম্পর্ক একতরফা । আমরা আগের গ্রাফকে বলে থাকি 
আনডিরেক্টেড গ্রাফ (undirected graph) আর ফলোয়ার (Follower) এর গ্রাফ হলো ডিরেক্েড 
গ্রাফ (directed graph). প্রথম ক্ষেত্রে A ও B এর মধ্যে যদি আনডিরেক্টেড বাহু (undirected 
edge) থাকে তাহলে A এর লিস্টে B কে এবং B এর লিস্টে A কে রাখতে হয় । আর যদি ডিরেক্ট 
বাহু (directed ec ge) হয় তাহলে শুধু A এর লিস্টে B কে রাখলেই হবে যদি A এর থেকে P 


এর দিকে বাহু (edge) থাকে। 

কখনও কখনও বাহুগুলোর সঙ্গে একটি সংখ্যা থাকে। যেমন আমাদের মানচিত্রের গ্রা্ 
টি... হরের মধ্যে যেই রাস্তা দেখানো আছে তার পাশে সেই রাস্তার দৈৰ্ঘ্য দেয়া আছে 
এটা হলো ওই বাছুর ওজন (weight) বা মূল্য (cost) i এধরনের গ্রাফকে বলা হয় ওরে 


গ্ৰাফ (weighted graph) আর আগের গ্রাফকে বলা হয় আনওয়েইটেড গ্রাফ (unweighe! 


LEG i 
| Dice 


র মাধ্যমে উপস্থাপন করেছিলাম্‌৮০৯৪০(৬থ৷৷৷ 
মা a যদি আমরা mf সাথে সাথে করিত 
াছর ওজনেরর জন্য আয়েকটি ম্যাট্ৰিজ্স আমরা রাখতে পারি er e PS তাহলে 
0 — weight রাখতে পারি। যদি আমরা লিস্ট ব্যবহার করি 0)-1না 
প্রতিবেশী (neighbor) এই তথ্যের সাথে সাথে ওজনও রাখতে হবে (পারত পক্ষের | 
ব্যবহার করি)। struct 


৫.৫ ট্রি (Tree) 


ট্রি (Tree) একটি বিশেষ ধরনের গ্রাফ যেখানে n টি ভার্টেক্সের জন্য ॥ _ 1 টি বাহু থাকে এবং 
পুরো গ্রাফ কানেক্টেড (connected) থাকে। কানেক্টেড (Connected) থাকার অর্থ হলো ওই 
গ্রাফের যেকোনো এক নোড থেকে অপর যেকোনো নোড এ তুমি এক বা একাধিক বাহ্‌ ব্যবহার 


চক্র বা সাইকেল (cycle) নেই, অর্থাৎ তুমি যদি কোনো নোড থেকে শুরু কর তাহলে কোনো বাহু 
দুবার ব্যবহার না করে কোনো মতেই ওই নোডে ফিরতে পারবে না। তুমি কোনো একটি নোড 
থেকে অপর নোডে সবসময় একটিমাত্র উপায়েই যেতে পারবে মানে তোমার যাওয়ার রাস্তা একটিই 
থাকবে (অবশ্যই তুমি এক রাস্তা একাধিক বার ব্যবহার করবে না)। যেমন চিত্র ৫.৭ এ একটি 6 
নোডের ট্রি দেখানো হলো। 


অনেক সময় ট্রিতে একটি বিশেষ NRHN বলা হয় মূল বা রুট (root), এ 
ট্রি এর বাহুগুলোকে ডিরেক্টেড (directed) ভাবে কল্পনা করা যায়। বাহুর দিক হবে কুট ২ 
কোনো নোডে যেতে হলে ওই বাহু দিয়ে তুমি যেদিকে যাবে সেদিক। তোমরা চাইলে রুট কে কৈ 
ওই (li কে ঝুলিয়ে দিতে পার। তাহলে উপর থেকে নিচের দিকে হবে ওই বাহুগুলো। কোনো বা 
উপরের নোডকে অভিভাবক বা প্যারেন্ট (parent) বলা হয়, আর নিচের নোডকে ওই oye 
সন্তান বা চাইল্ড (child) বলা হয়। আমরা সাধারনত বাংলা পরিভাষার পরিবর্তে ইংরেজী নামণ্ড 
ব্যবহার করবো। কোনো নোডের প্যারেন্টের অন্যান্য চাইন্ডকে এই নোডের সিবলিং (sibling 
বলে। যদি কোনো নোড থেকে তুমি উপরে রুটের দিকে যেতে থাক তাহলে পথে যেসব নোড পাবে 
তাদের পূর্বসূরী বা আযানসেস্টর (ancestor) «CT | কোনো নোড থেকে উপরে না উঠে শুধু নিচে 
নামতে থাকলে যেসব নোড পাওয়া যায় তাদের উত্তরসুরি বা ডিসেন্ডেন্ট(descendant) বলে৷ = 
চিত্র 2 তে একটি রুটেড ট্রি (rooted tree) দেখানো হলো। এটি আসলে চিত্র ৫.৭ এর p 
নোডকে রুট ধরে আঁকা হয়েছে। 


নকশা ৫.৮: চিত্র ৫.৭ এর D কে রুট ধরে আঁকা ট্রি 


ট্রি এর ক্ষেত্রে লেভেল (Level) নামে একটি শব্দ আছে, এ থেকে বোঝা যায় কোনো একটি নোড 
আমাদের রুট থেকে কত গভীরে আছে। আমরা বলে থাকি রুট আছে লেভেল 0 তে, এর এক ধাপ 
নিচেরগুলো লেভেল 1 এ, এরকম। আমরা অনেক সময় লেভেল এর পরিবর্তে গভীরতা বা E 
(depth) ও বলে থাকি। একটি ট্রি এর সবচেয়ে গভীরের নোড যদি h — 1 গভীরতায় থাকে তাহলে 
আমরা সেই ট্রি এর উচ্চতা (height) ॥ বলে থাকি। 
| গ্রাফ সেহেতু তুমি একটি গ্রাফকে আযাডজাসেন্সিম্যাট্রিকস বা লিস্টের 
ন করেছ সেভাবে ট্রি কেও উপস্থাপন করা যায়। কিন্তু ট্রি এর আলাদা 
ভাবেও উপস্থাপন করা যায়। 


. bli 2 LENA x ৰ | 
| Ec] 
ম 


ডের চাইল্ডের লস্ট রাখব। এ ক্ষেত্রে আমরা চাইলে যেকোনো নোড খে 


ndi 


শুরু করে নিচের দিকে talla" ias a 
E ressntauof) বলতে পারি। ডাউন উপস্থাপন (8৫0 


 প্যারেন্ট লিঙ্ক (Parent Link): “ক্ষেত্রে আমরা প্রতিটি নোডের প্যারেন্ট 
এ ক্ষেত্রে আমরা উপর থেকে নিচে যেতে পারি না। কিনতু ৃ RS 
উপরে উঠতে পারি। একে ‘ | বটমআপ উপস্থাপন (bottom up rep 


resentation) 


অপরটিকে রাইট চাইল্ড (right child) বলি। এছাড়াও ট্রি সম্পর্কিত আরও অনেক সংজ্ঞা আছে 
আমরা ধীরে ধীরে সেসব জানব। 


৫.৬ বাইনারি সার্চ ট্রি (Binary Search Tree - BST) 


এই বাইনারি ট্রি এর প্রতিটি নোডে একটি করে মান থাকে। এখন মানগুলো এমনভাবে থাকে 
যেন এর লেফট সাবদ্রি (left subtree) এর সকল মান ১ এই নোডে থাকা মান থেকে ছোট হয় 
আর রাইট সাবদ্রি (right subtree) এর সব মানের থেকে বড় হয়। যেমন চিত্র ৫.৯ এ একটি 
বাইনারি সার্চ ট্রি দেখানো হল। খেয়াল কর রুট এ 30 আছে, আর এর বামে এর থেকে ছোট মান 
আছে (10, 20) 1 আবার এর ডান দিকে এর থেকে বড় মান আছে (40, 50,60). একইভাবে 50 
এরও বামে এর থেকে ছোট মান 40 আছে আর ডানে এর থেকে বড় 601 অর্থাৎ কোনো নোডের 
বাম দিকের সব মান ওই নোডের মান থেকে ছোট আর ডান দিকের সব মান বড়। 


f y ট্রি (Binary Search Tr ee) 


সময় প্যারেন্ট এর জন্যও আলাদা লিঙ্ক রাখা হুয়। একা৮ বাহনা৷গ্ সাচ দ্র তে কোনো 

খ্যা খুঁজছ সেটা এখানে থাকা সংখ্যার থেকে ছোট না বড়। যদি সমান হয় তাহলে তে. ন খেই 
গেলে, আর যদি ছোট হয় তাহলে বাম দিকে যাবে আর বড় হলে ডান দিকে যাবা। এরকম করে ২ 
ইনসার্টও করতে পারবে। ডিলিট করা একটু কঠিন। অনেক সময় প্রোগ্রামিং প্রতিযোগিতায় জমি 
সত্যিকারভাবে ডিলিট না করে প্রতিটি নোডে একটি করে চিহ্ন বা ফ্ল্যাগ (Flag) রাখি। ডিলিট ক 
সেই চিহ্ন বা ফ্ল্যাগ (Flag) কে বন্ধ করে দিলেই হয়। i 

এখন কথা হলো, একটি TTITO সংখ্যা না রেখে আমরা এরকম ট্রি আকারে সংখ্যা রাখলেন 

কী? খেয়াল কর, একটি সংখ্যা খোঁজার সময় আমরা যখন একটি নোডে থাকা সংখ্যার সঙ্গে আই 
সংখ্যাকে তুলনা করি তখন সেই তুলনার ভিত্তিতে আমরা একদিক বাদ দিয়ে আরেক দিকে যে 
পারি। এখন এই ভাগাভাগি যদি ঠিক অর্ধেক হয় তাহলে আমরা প্রতিবার অর্ধেক সংখ্যা বাদ দি, 
পারি। ঠিক আমাদের শেখা বাইনারি সার্চের মতো। তাহলে আমরা যদি ঠিক অর্ধেক অর্ধেক কঃ 
রাখতে পারি তাহলে আমরা O (log n) এই সার্চ করতে পারব। তাহলে আমাদের বাইনারি সার্চে 
সঙ্গে এর পার্থক্য কোথায়? খেয়াল কর, বাইনারি সার্চে আমরা কিন্তু কোনো একটি সংখ্যাকে ইনস্ট 
বা ডিলিট করতে পারি না। কিন্তু আমরা আমাদের এই BST তে কোনো সংখ্যা ইনসার্ট বা ডিলিট 
করতে পারি। একটু ভাবলে বুঝবে যে সাধারণভাবে সংখ্যাগুলোকে প্রবেশ করালে কিন্তু আমাদের 
BST অনেক লম্বা হয়ে যেতে পারে, যেমন 1 এর ডানে 2, 2 এর ডানে 3 এরকম করে n পৰ্যন্ত যদি 
সংখ্যা থাকে তাহলে কিন্তু O (n) সময় লেগে যাবে। যাতে এরকম সমস্যা না হয় সেজন্য আমাদের 
BST কে ব্যালেন্স (balance) করে নিতে হয় যেন ট্রি এর উচ্চতা বেশি বড় না হয়। এরকম ধরনের 
কিছু ডেটা স্ট্রাকচার আছে যেমন এভিএল ট্রি (AVL tree), রেড ব্ল্যাক ট্রি (Red Black tree), 
ট্ৰেপ (Treap), স্প্রে È (Splay tree) ইত্যাদি। তোমরা চাইলে এসব জিনিস ইন্টারনেটে দেখতে 
পার। তবে বেশির ভাগ সময় আমরা STL এর ম্যাপ (Map) বা সেট (Set) ব্যবহার করে BST 
সংক্রান্ত অনেক কাজ করে ফেলতে পারি। 


৫.৭ হীপ (Heap) বা প্রায়োরিটি কিউ (Priority Queue) 


এটিও এক ধরনের বাইনারি ট্রি। আরও শুদ্ধভাবে বলতে গেলে কমপ্লিট বাইনারি টি 
(complete binary tree). এই fà এর শেষ লেভেল বাদে প্রতিটি লেভেলে সর্বোচ্চ সংখ্যক 
ANS থাকবে। শুধু শেষ লেতেলটি পূর্ণ নাও হতে পারে, তবে সেক্ষেত্রেও বাম থেকে ডান দিকে নোড 
রে, ম্যাক্স হীপ (Max Heap), মিন হীপ (Min Heap). ম্যাক্স ইৰ্পে 
৮ থাকা মান তার যেকোনো ডিসেন্ডেন্ট এর থেকে বড় হবে। অর্থাৎ রা 
ন থাকবে, তার লেফট চাইন্ডে থাকবে লেফট সাবট্রি এর মাঝের সবচে 
পুরো হীপ বানানো হয়। আশা করি বুঝতেই পারছ মিন হীপ কী রকম হয 
P1 ৷; সংখ্যক নোড থাকে তাহলে সেই হীপের উচ্চতা log (n) হয়। আমরা এ 
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নকশা ৫.১০: হীপ (Heap) 


ডেটা স্ট্রাকচারটি তখন ব্যবহার করে থাকি যখন আমাদের অনেকগুলো মান একে একে আসতে 
থাকে এবং আমাদের মাঝে মধ্যে সবচেয়ে বড় মানটি দরকার হয়। চাইলে আমাদের বড় মানটি 
সরিয়ে ফেলতে হয়। ফলে পরে যখন আবারো সবচেয়ে বড় মানের দরকার হয় তখন এর পরবর্তী 
বড় মানটি দিতে হয়। যেমন চিত্ৰ ৫.১০ এ আমাদের সবচেয়ে বড় মান চাইলে 100 দিতে হবে, এর 
পরে আবারো বড় মান চাইলে 36 দিতে হবে এরকম । আবার যদি এই দ্বিতীয় চাওয়ার আগে যদি 
মনে কর 50 ইনসার্ট হয় তাহলে আমাদের কিন্তু 50 দিতে হবে, 36 না। একটু মনে মনে ভাব তো 
তোমাদের যদি একটি হীপ বানাতে বলি কীভাবে কোড করবে? যদি ভেবে থাক লিঙ্কড লিস্টের 
মতো করে পয়েন্টার রেখে- তাহলে তোমরা ঠিক ভেবেছ। কিন্তু এর থেকেও সহজ উপায় আছে 
(এবং এর অসুবিধাও আছে!)। তোমরা যদি আগের মতো লেফট চাইল্ড লিঙ্ক ও রাইট চাইল্ড লিঙ্ক 
রেখে রেখে কর এবং ডায়নামিকভাবে মেমোরী আাসাইন কর তাহলে আগে থেকে আমাদের বড় 
তাহলে একটি সহজ উপায় আছে। চিত্র ৫.১১ এ আমরা হীপের জন্য আ্যারে কীভাবে ইনডেক্সিং 
(indexing) করলে সহজ হয় তা দেখালাম। খেয়াল করলে দেখবে, কোনো একটি নোডের ইনডেক্স 
যদি। হয় তাহলে এর লেফট চাইন্ডের ইনডেক্স হবে 2 এবং এর রাইট চাইন্ডের ইনডেক্স হবে 471. 
তাহলে দেখ সুন্দর করে পর পর লেভেল-বাই-লেভেল আমাদের ইনডেক্সিং হয়ে যাবে ৷ যদি কোনো 
নোড থেকে তার প্যারেন্টে যেতে চাও তাও অনেক সহজ। ॥/2 করেই যেতে পারবে। মনে রা: 
এখানে integer division SC I 


ইনসার্ট w-— ৷ ভাজি £792 n টি সংখ্যা থাকে তাহলে নতুন সংখ্যা 
MM. ৰ log n). যদি ম্যাক্স হীপ হতে 
log (n) সুতরাং আম Ü করতে সম; লাগবে O (logn). 


নকশা ৫.১১: হীপ আযারে ইনডেক্সিং (Heap array indexing) 


এর রুট অর্থাৎ সবচেয়ে বড় সংখ্যা ডিলিট করতে চাও তাহলে যা করতে হবে তা হলো ত্যারের 
শেষ সংখ্যাকে এনে রুটে বসাতে হবে। এর পর দেখতে হবে তোমার লেফট চাইলে বড় না রাইট 
চাইন্ড। ওদের যেটি বড় তা যদি আবার তোমার থেকেও বড় হয় তাহলে তার সঙ্গে বদলাবদলিক? 
এবং এভাবে নিচে নামতে থাক। এভাবে O (log n) এ আমরা সবচেয়ে বড় সংখ্যাকে ডিলিট করতে 
পারি। একটু চিন্তা করলে তোমরা কোনো একটি নোডকে পরিবর্তন বা ডিলিটও করতে পারবে। fg 
একটি জিনিস খেয়াল রাখবে, এখানে কিন্তু কোনো একটি সংখ্যা খুব দ্রুত খুঁজে পাওয়া সম্ভব না৷ 
তোমাকে কোনো সংখ্যা খুঁজতে হলে সবগুলো নোডে তোমাকে যাচাই করতে হতে পারে worst 
কেইসে। 
হীপকে আমরা কখনো কখনো প্রায়োরিটি কিউ (priority queue) বলে থাকি। আমরা কিউ 
এর উদাহরণ দিতে বাসের লাইনের কথা বলেছিলাম, এখন মনে কর, বাসের লাইন ওরকম আগে 
এলে আগে যাবেন এরকম না হয়ে কে কত গণ্যমান্য ব্যক্তি তার উপর ভিত্তি করে হবে। তখন 
এটা হয়ে যাবে প্রায়োরিটি কিউ। যত জন মানুষ আছে তাদের মধ্যে সেই যাবে যার প্রায়োরিটি 
সবচেয়ে বেশি। এই জিনিসই কিন্তু আমাদের হীপ. STL এ প্রায়োরিটি কিউ বানিয়ে দেওয়া = 
আছে। কোড ৫.৪ এ তোমাদের এই STL এর ব্যবহার দেখানো হলো । তোমরা চাইলে শুধু int 
না, যেকোনো স্ট্রাকচারেরও প্রায়োরিটি কিউ বানাতে পার তবে সেক্ষেত্রে তোমাদের অপারেটর 


ওভারলোডিং (operator overloading) করতে হবে। আমরা আগের অধ্যায়েই কীভাবে 
অপারেটর ওভারলোডিং করতে হয় তা দেখে এসেছি। 


কোড ৫.৪: priority queue.cpp 


এই ডেটা স্ট্রাকচারের জন্য আমাদের একটিমাত্র আ্যারে দরকার, ধরা যাক তা হলো p. pii] এর 
মানে হলো? কোম্পানির মালিক হলো pli] কোম্পানির মালিক। প্রথমে সব £ এর জন্য 7] = i. 
এর পরে কখনো যদি তোমাকে বলে a কোম্পানির মালিক কে? তখন তুমি এর 71৫] দেখবে যদি 
এটি ৫ এর সমান হয় তাহলে তো হয়েই গেল আর না হয়ে যদি সেটা b হয়, তাহলে ?%] দেখবে, 
এরকম করে চলতে থাকবে। এখন কথা হলো এতে তো অনেক সময় লাগার কথা, যদি আমাদের 
)আ্যারেটি এমন থাকে যে, [1] = 2,172] = 3,...p[n _ 1] = n তাহলে যদি a = 1 হয় 
তাহলে প্রতিবার O (r1) সময় লাগবে | এখন খেয়াল কর তুমি যদি একবার 1 এর জন্য বুঝে যাও যে 
n হলো আসল মালিক তাহলে কি তুমি p[1] = n লিখতে পার না? একইভাবে, তুমি 1 এর মালিক 
খোঁজার সময় 2,3, . . .7,-- 1 এর ভেতর দিয়ে গিয়েছ এবং সব শেষে তুমি জেনেছ যে এদের সবার 
মালিক হলো ৷৷ সুতরাং এখন তুমি চাইলে সবার মালিক পরিবর্তন করে n করে দিতে পার, অর্থাৎ 
1112] =... = 7%। এতে করে কোনো ক্ষতি নেই, বরং তুমি এতক্ষণ যে অনেক বড় ধারা 
গারকরে যে আসল উত্তর বের করেছ, পরে আর কখনই এই বড় ধারা ডিঙাতে হবে না। একে পাথ 
কমপ্রেশন (bath compression) «cet | আমরা ফাইন্ড (Find) এর সাহায্যে এই জিনিস বের 
গর থাকি। Find এর কোড ৫.৫ এ দেখতে পার। 


return p[x] = r i MWw«pdfjagat.com 
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d | 
৯ void Union(int a, int b) | 
১০ ২ 

99 p[Find(b)] = Find(a); 


এখন আসা যাক, a এর মালিক যদি) কোম্পানিকে কিনে নেয় তাহলে কী করবে? যদি ভেবে 
দেখ যে, 119] = ৭ করবে তাহলে ভুল। কারণ b কিন্তু b. কোম্পানির মালিক নাও হতে পারে। ; 


কোম্পানির মালিক কে? এই যে কিছুক্ষণ আগে বের করা হলো: Find(b). সুতরাং আমরা যা করব 
তা হলো, plFind(b)] = a এর মানে হলো b এর মালিক এখন a দিয়ে নিয়ন্ত্রিত তোমরা চাইলে 
p[Find(b)) = Find(a) ও করতে পার। একেই ইউনিয়ন (Union) বলে। এর কোডও ৫.৫ 
এ আছে। অনেক সময় আমাদের জানার দরকার হতে পারে যে কোন মালিকের অধীনে কতগুলো 
কোম্পানি আছে বা যেসব কোম্পানি আছে তাদের মধ্যে কোনটিতে সবচেয়ে বেশি মানুষ কাজ করে 
এসব ক্ষেত্রে আমাদের যা করতে হবে তাহলো? ছাড়াও আমাদের total বা mar এর তথ্য রাখতে 
হবে এবং প্রতিটি ইউনিয়ন বা ফাইন্ড অপারেশনের সময় এই তথ্যগুলো আমাদের যথাযথভাবে 
আপডেট করতে হবে। 

তোমরা ভাবতে পার এই আালগরিদমের নামে সেট আছে অথচ এখানে সেটের কিছুই নেই? না 
আছে। আমি এখানে বুঝানোর সময় প্যারেন্ট বা মালিক দিয়ে বুঝিয়েছি কিন্তু আসলে আমরা এখানে 
দুইটা সেটের ইউনিয়ন করছি বা কে কোন সেটে আছে তা বের করছি। শুরুতে আমরা মনে করতে 
পারি যে যার সেটে আছে। এরপর দুটি সেট ইউনিয়ন করা মানে তো বুঝছোই? তাদেরকে একত্র 
করে ফেলা। আর ফাইন্ড অপারেশন দিয়ে মূলত যা করা হয় তা হলো এটা দেখা যে দুজন একই 
সেটে আছে কি না। এসবের জন্য আমরা ভাবতে পারি যে প্রতিটি সেটের একটি মালিক আছে। যখন 
আমরা দুটি সেট ইউনিয়ন করছি তখন আসলে এক সেটের মালিক আরেক সেটকে কিনে নিচ্ছে 
আবার যখন আমরা দেখতে চাইছি দুজন একই সেটে কি না, এর মানে হলো এটা দেখা যে দুজনের 
মালিক একই কি না। আশা করি এখন সেটের ব্যাপারটা পরিক্ষার ECCE | 


€.» Square Root segmentation 


সমাধান করতে পারবে? এখন খুব সাধারণ একটি সমাধান হলো! 
ET কার পরিমাণ বাড়িয়ে দেব: amount [i]d- = { আর টাকার 
তি) পৰ্যন্ত amount যোগ করব। কিন্তু এখানে আপডেট অপারেশন 


0(1) সময় নিলেও কুয়েরি (9০007998988 
"m কেরে কেরির জন্য সময় আপডেটের কেই 6 
ঘোগ করে কীভাবে আমরা অনেক সংখ্যার যোগফল বের করতে পারি? 
বাক্সতে থাকা টাকার পরিমাণ 00002] এ রাখি তাহলে খুব সহজেই 10101 
৷ হতে) বাক্সে থাকা মোট টাকার পরিমাণ পেয়ে যেতে পারি (। — 0 এর ক্ষেত্রে একটু সাবধানতা 
অবলম্বন করতে হবে), উর ৪ কুয়েরি হয়ে যায় O(1). কিন্তু এই যে Lotal|x| এটি 
নির্ণয়ের জন্য আমাদের? এ! টাকা আপডেটের সময় i হতে ॥ পৰ্যন্ত /০ এর পরিমাণ ; করে বি 
করতে হবে। অর্থাৎ এক্ষেত্রে আমাদের আপডেট হয়ে যাবে O (n). আমাদের আসলে এর মাঝামাৰি 
কোনো একটি পদ্ধতি অবলম্বন করতে হবে, যেন কোনোটিই খুব বড় না হয়ে যায়। প্রথম পদ্ধতিতে 
আমাদের আপডেটে অনেক কম সময় লেগেছে কারণ আমরা খুব ছোট একটি জায়গায় পরিবর্তন 
করেছি, আবার দ্বিতীয় পদ্ধতিতে আমাদের কুয়েরি করতে কম সময় লেগেছে কারণ, অনেকগুলো 
সংখ্যার যোগফল আমরা এক জায়গায় রেখেছিলাম | আমরা যেটা করতে পারি তা হলো, 0 হতে ? 
পর্যন্ত সকল সংখ্যার যোগফল একত্র করে না রেখে কিছু কিছু করে সংখ্যার যোগফল একত্র করে 
রাখতে পারি। ধরা যাক এই কিছুর পরিমাণ হলো k. অর্থাৎ, প্রথম k টি সংখ্যা (0 হতে k _ 1 
বাক্সের টাকার পরিমাণ) একত্রে 9%77)[0] এ থাকবে, দ্বিতীয় /টি সংখ্যার যোগফল (k হতে 2k — 1 
বাক্সের টাকার পরিমাণ) একত্রে sum[1] এ থাকবে এরকম করে প্রতি k টি করে সংখ্যার যোগফল 
একত্রে থাকবে। তুমি যদি একটু ভালো করে চিন্তা কর তাহলে দেখবে? তম স্থানের সংখ্যা আসলে 
sumi / k] এ থাকে। সুতরাং আপডেট অপারেশনের সময় তোমাকে amount [i] বৃদ্ধির সঙ্গে সঙ্গে 
sum|i/k] কেও বাড়াতে হবে 1 অতএব আমাদের আপডেট হয় O (1) সময়ে। PAR এর সময় 
আমরা আলাদা আলাদা করে যোগ না করে বেশির ভাগ স্থান গুচ্ছ গুচ্ছ করে যোগ করব। ধরা যাক 
আমাদের বলা হলো i হতে j পৰ্যন্ত যোগ করতে হবে। এখন ? আছে 2? = i/k তে আর j আছে 
y = j/k এ। এখন যদি দেখা যায়, £ = gy তাহলে আমরা i হতে j পর্যন্ত একটি লুপ চালা, 
যদি তারা আলাদা হয় তাহলে, i হতে % সীমার শেষ পর্যন্ত যোগ করব, y সীমার শুরু হতে j পৰ্যন্ত 
যোগ করব আর 2 + 1 হতে y _ 1 এর sum গুলো যোগ করব। কোনো একটি সীমা p এর শুরুর 
মাথার সুত্র হলো kp এবং শেষ মাথার সুত্র হলো k(p + 1) — 1. এই সুত্রদুটি ব্যবহার করে আমরা 
আমাদের যোগফলের প্রথম দুই অংশ লুপ চালিয়ে বের করে ফেলব। এই কাজ করতে আমাদের 
খুব জোর 2k অপারেশন লাগবে, আর মাঝের sum গুলো যোগ করতে আমাদের n/k টি যোগ 
করতে হতে পারে, কারণ যেহেতু প্রতিটি সীমার আকার ৷ সুতরাং আমাদের মোট সীমার সংখ্যা 
nfk. তাহলে আমাদের কুয়েরির জন্য সময় লাগবে 0( + n/k). তোমরা যদি ক্যালকুলাস 
জেনে থাক বা অসমতা (inequality) নিয়ে একটু ঘাঁটাঘাঁটি করে থাক তাহলে মনে হয় জানো 
/ = yn হয়। এবং এক্ষেত্রে কুয়েরি অপারেশনের জন্য O ( /7) 
1) কিন্তু অনেক কম! এই পদ্ধতিকেই Square Root 


j] — totali — 1] করে 


৫.১০ স্ট্যাটিক (Static) ডেটাতে কুয়েরি 


আলোচনা করলাম তাতে আমরা কুয়েরি করেছি, আপডেটও করেছি। 
কোনো আপডেট না করা লাগে? অর্থাৎ প্রথমেই সব সংখ্যা বা তথ্য দিয়ে দেওয়া হৰে হেই 
এর পরে কুয়েরি এর উত্তর দিতে হবে। আগের ডেটাতে কোনো রকম পরিবর্তন হবে না। এটিৰ 
যোগফলের জন্য কুয়েরি হয় তাহলে তো খুবই সোজা, সব? এর জন্য তোমরা 1 হতে; পর্যন্ত 
বের করে রাখবে (1-indexing মনে করি), এর পর তোমাকে যদি বলে? হতে) এর যোগফল কন) 
তাহলে ] হতে j এর যোগফল থেকে 1 হতে i — 1 এর যোগফল বাদ দিলেই O (1) সময়ে টল্ল 
দিতে পারবে প্রতিটি কুয়েরির। এর জন্য প্রিপ্রসেসিং (preprocessing) এর সময় লাগবে O(n) 
কিন্তু আমাদের কুয়েরি যদি যোগফল না হয়ে সর্বোচ্চ বা সৰ্বনিম্ন হয়? একটি উপায় হলো আগ 
মতো Square Root Segmentation ব্যবহার করা। সেক্ষেত্রে আমাদের প্রিপ্রসেসিং সম 
লাগবে O(n) আর কুয়েরির জন্য সময় লাগবে O( /n). Tarjan এর একটি বিখ্যাত গবেফা 
আছে এই ব্যাপারে ৷ সেই পদ্ধতিতে প্রিপ্রসেসিং 0 (n) সময়ে এবং PAR O (1) সময়ে করা সন্তু 
তবে সেই পদ্ধতিটি বেশ জটিল ৷ তোমরা চাইলে পড়ে দেখতে পার এই ব্যাপারে ইন্টারনেটে । আমর 
এখন যেই পদ্ধতিটি দেখব তাতে আমাদের প্রিপ্রসেসিং সময় লাগবে O (n log n) MIFARE 
লাগবে O (1). যেহেতু সর্বোচ্চ এবং সৰ্বনিম্ন বের করার পদ্ধতি প্রায় একই আমরা এখানে সৰ্বে 
বের করব। সংক্ষেপে এই পদ্ধতিটি হবে এরকমঃ 


১. প্রথমে আমরা প্রতি 1 দৈর্ঘ্যের সেগমেন্ট (segment) এর সর্বোচ্চ সংখ্যাটি বের করব 
[1,1], [2,2], 3,3],... 


২. এর পর আমরা প্রতি 2 দৈর্ঘ্যের সেগমেন্টের সর্বোচ্চ সংখ্যাটি বের কর 
[1,2], (2, 3], (3, 4], ৰ জী: m "N X à 
S Y, min 

এ a NS রর 

বর সেগমেন্টের সর্বোচ্চ সংখ্যাটি বে 

B eS বা 


মন্টের সর্বোচ্চ সংখ্যাটি বের কর্ণ 


ডি ১১: 


দৰ্ঘ্যের সেগমেন্টের সৰ্বোচ্চ সংখ্যাটি কে 


b - 115. 
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, হতে শুরু করে 2: দৈর্ঘ্যের সৰ্বোচ্চ সংখ্যাটি rer d (n). এই প্রিপ্ৰসেসি 


ত বের করব? ংয়ের সময় 


| " »" * 
s সংখ্যাটি এবং 2 + 2'_1 হতে শুরু করে 21-1 int দেগা 4.1 দৈর্ঘ্যের সেগমেন্টের 
দুটি সংখ্যার সর্বোচ্চটি ৷ অর্থাৎ, table[i][z] = maz (table[i — ey a i সিন এই 
॥;- 1))}. প্রতি ধাপে আমাদের O(n) সময় লাগছে। যেহেতু সর্বমোট O(log E +2: << 
পুঙৱীংআমাদের মোট সময় লাগবে O (n log n). এখন তোমাকে যদি কমেডি 9) টি ধাপ আছে 
সংখ্যাটি কত? তোমাকে সবচেয়ে বড় £ বের করতে কুয়েরি করে? থেকে? এর 

কটি লুপ চালিয়ে বের করতে পার হৰে যেন 2” < ; _ ; + 1 হয়। এটি 

তুমি চাইলে এ 5 য় বের করতে S সেক্ষেত্রে ১0০৪7) সময় লাগবে, তবে তোমরা 
যদি একটি আ্যারে বানাতে পার যেখানে প্রতিটি সংখ্যার জন্য এই মান বের করা থাকে 


৩ 
তাহলে maz (table[r] [1], table|z][j — (1 << a) + 1]) ই হলো আমাদের কাজ্জিত মান। 


৫.১১ সেগমেন্ট ট্রি (Segment Tree) 


বাইনারি সার্চ ট্রি কোড করা বেশ কষ্টকর ব্যাপার। সে তুলনায় এরই জাত ভাই সেগমেন্ট ট্রি 
(Segment Tree) অনেক ভদ্র । জাত ভাই এই অর্থে যে এখানেও BST এর মতোই ইনসার্ট, 
ডিলিট, আপডেট ইত্যাদি অপারেশন করা যায় তবে এক্ষেত্রে আমাদের সংখ্যাগুলো 1 হতে n এর 
মধ্যে সীমাবদ্ধ থাকে। শুধু সংখ্যা ইনসার্ট বা ডিলিট না, কোনো একটি ইনডেক্সে চাইলে আমি 
কিছু সংখ্যা replace করতে পারি বা একটি সীমায় আমরা কুয়েরিও করতে পারি। তবে হুট 
করে দুটি ইনডেক্সের মধ্যে নতুন একটি ইনডেক্স বসিয়ে দিতে পারব না। অর্থাৎ তুমি যদি চাও 
যে! আর 2 এর মধ্যে নতুন একটি জিনিস বসাবে তা হবে না। তাহলে এর সাহায্যে কী কী করা 
যায়? একটি ছোটখাটো তালিকা বানানো যাক: কোনো একটি সীমায় কুয়েরি যেমন: সংখ্যাগুলোর 
যোগফল, সবচেয়ে বড় সংখ্যা, জোড় সংখ্যাগুলোর যোগফল ইত্যাদি; কোনো একটি সংখ্যাকে 
পরিবর্তন করা; কোনো একটি সীমার প্রতিটি সংখ্যাকে আপডেট করা যেমন: নিৰ্দিষ্ট সংখ্যা যোগ 
করা ইত্যাদি। এটি কোড করা তুলনামূলকভাবে অনেক সহজ। সাধারণত সেগমেন্ট ট্রি ব্যবহার করে 
আমরা যেসব সমস্যা সমাধান করতে পারি Square Root Segmentation ব্যবহার করেও 
করতে AMR তবে Square Root Segmentation এর ক্ষেত্রে আমাদের আপডেট বা কুয়েরির 


bs n) মেন্ট ট্রি এর ক্ষেত্রে হয় O(log n) (সাধারণত) pon 
Root Segmentation আমরা একটি সমস্যা নিয়ে আলোচনা করছিলাম: 
he কোনো একটি সীমার 


৫.১১.১ সেগমেন্ট fü তের banagat.com 


4 
5 7 
ET 
5 f 
[Boun 
5 li 
[3৫ 12 13 7|8] 


14 


8 
1) [213] [4] 15) ie] [a 


নকশা ৫.১২: সেগমেন্ট fà তৈরী (Segment Tree Build) 


n = ৪ এর জন্য সেগমেন্ট ট্রি চিত্র ৫.১২ এ দেখানো হল। আপাতত ধূসর সংখ্যাগুলোরেক 
দাও। আমাদের কাছে মোট 8 টি জায়গা আছে [1, 8] ৷ আমরা যা করব তা হলো এই erster 
সমান দুই ভাগে ভাগ করব: [1,4] এবং [5, 8]. যদি আমাদের কাছে [L, R] এরকম aui; 
থাকে তাহলে একে দুই ভাগ করলে দাঁড়াবে [L, mid] এবং [mid + 1, R) যেখানে mii- 
(L + R)/2 (এখানে কিন্তু integer division হচ্ছে)। এখন এভাবে আমরা সব সীমাকেদ 
ভাগে ভাগ করতে থাকব যতক্ষণ না আমাদের সেগমেন্টে একটিমাত্র সংখ্যা থাকে, অর্থাৎ: L-A 
মনে করো না যে আমাদের দেখানো সেগমেন্ট ট্রি তে n একটি 2 এর ঘাত বলে এটা সম্ভব হয় 
যদি n = 3 হয় তাহলে আমাদের প্রথম সেগমেন্ট (1, 3] কে ভাঙলে আমরা পাব [1,281 
এবং [1, 2 কে ভাঙলে [1, 1] ও [2, 2] 1 এখন কথা হলো, আমরা তো খুব সুন্দর করে SPI 
ছবি একে ফেললাম কিন্তু এটা কোডে করব কীভাবে? এবার ধূসর সংখ্যাগুলো খেয়াল কর। অ 
প্রতিটি সেগমেন্টের একটি করে নম্বর দিয়েছি। ছবির মতো করে নম্বর দেওয়ার একটি RU 
আছে। খেয়াল করলে দেখবে, কোনো নম্বর এর বামে নিচে (লেফট চাইল্ড) সবসময় 2^ 

ডানেনিচে সবসময় 2241 থাকে। আবার তার উপরে (প্যারেন্ট) 2/2 হয়। এই বৃদ্ধা 
chri একটি সে jm ট্রি বানাতে পারি। কোড ৫.৬ এ কীভাবে একটি সেগমেন্ট pe 


esa ff 
+ বলা থাকে কোন ঘরে কত সংখ্যা আছে, ৫ «এ 
য়ে সাঠক সংখ্যা বসাব বা ফিরে এসে সঠিক যোগফল -— 
তীয় লে: 1). খেয়াল করলে দেখবে আমাদের ট্রি এর ২1... 
লে আছে মাত্র 2টি, এর পরে 4টি, এরকম করে ১ 
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, যা যোগ করলে দাঁড়ায় 27 (গুণোত্তর ধারা) t 
নেই কমপ্লেক্সিটি O (n). ! সুতরাং আমাদের তৈরী বা বিল্ড (১৩1৫) এর 


কোড ৫.৬: segmentTreeBuild.cpp 
y // call with build(1l, 1, n) 

২ void build(int at, int L, int R) 

৩ 1 


8 sum[at] = 0 

৫ if(L == R) 

৬ { 

৭ // might need to do 

৮ // something like: sum[at] = num([L] 
৯ return; 

১০ ) 

১১ int mid = (L + R)/2; 

১২ build(at B 2, L, mid); 
১৩ build(at B8 2 + 1, mid t 1, R): 
১৪ // do initialization like, if there was num: 


// sum(at] = sum[at # 2] + sum[at E 2 + 1] 


সেগমেন্ট ট্রি এর ক্ষেত্রে টাইম কমপ্রেক্সিটি এর থেকেও গুরুত্বপূর্ণ হলো মেমোরী কমপ্লেক্িটি। 
কারণ অনেকেই ভুল দৈর্ঘ্যের আযারে নেওয়ার জন্য Run Time Error পেয়ে থাকে | সবসময় মনে 
রাখবে, তোমার n যত, ঠিক তার 4 গুণ বা তার বেশি দৈর্ঘ্যের আযারে ডিক্লেয়ার করতে হবে। এর 
কারণ হলো n কিন্তু সবসময় এরকম 2 এর ঘাতে থাকবে না। 2 এর ঘাত এ থাকলে এটি দুই গুণ। 
কিন্তু 2 এর ঘাতে না থাকলে আসলে এই মেমোরীর পরিমাণ সুনির্দিষ্টভাবে বের করা একটু কঠিন 
ইয়। আমরা জানি £ এবং 2% এর মধ্যে অবশ্যই একটি 2 এর ঘাত আছে। আর আমরা জানি 2 
এর ঘাত এর ক্ষেত্রে দ্বিগুণ লাগে, সুতরাং আমরা 4 গুণ দৈর্ঘ্য ডিক্লেয়ার করে থাকি। অনেকে n 
এর পরের 2 এর ঘাতের দ্বিগুণ ডিক্লেয়ার করে। তাহলেও হবে, কিন্তু সেক্ষেত্রে একটু হিসাব-নিকাশ 
করতে হবে। তাই আমি এত কিছু না ভেবে চোখ বন্ধ করে চারগুণ দৈর্ঘ্যের আ্যারে নিয়ে থাকি। 


V. or 


৷ 4 ; T ^ - E F হলো [1,8] 
r লো আমাদের সংখ্যাটি যেদিকে আছে 
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[1,4] এ যাব, এর পর [3, 4] এবং সবশেষে [3,3]1 এবং ফেরার পথে আমরা তৈরীর বা বিশু 
সময় যেভাবে যোগফল বা sum এর আ্যারেকে তৈরী করেছিলাম ঠিক সেভাবে আমরা $ Qa 
আপডেট ফাংশন দেখতে ৫.৭ এর মতো হবে (৷ এ 


আরেকে আপডেট করব। অর্থাৎ আমাদের (a 
আমরা pos কে u পরিমাণ বাড়াতে চাই। আর সেজন্য আমরা সেগমেন্ট ট্রি এর at নোডে বন 
যার সীমা হলো ৷ হতে R.) যেহেতু আমাদের ট্রি এর উচ্চতা 1০9 (n) সুতরাং আমাদের আপ 


এর টাইম কমপ্লেক্সিটিও হবে O (log n) ! 


কোড ৫.৭: segmentTreeUpdate.cpp 


n, pos, u) 


১ // call with update(1, T 
int R, int pos, int u) 


২ void update (int at, int L, 


৩ (1 

8 // sometimes instead of using if—else 
৫ // in line 14 and 15 you can use: 

৬ // if(pos < L || R < pos) return; 

৭ if(L == R) 

৮ 

৯ sum[at] += 


return; 


) 


১৩ int mid = (L * R)/2; 
১৪ if (pos <= mid) update(at E 2, L, mid, pos, u); 
8 2 + 1, mid + 1, R, pos, u): 


else update (at 


sum[at] = sum[at # 2] + sum[at # 2 + 1]; 


মান রিটার্ন করব। যদি এই দুই cunc. 

i বন সীমা আসলে এই নোডের দুই চাইন্ডে নাহয় এর মানে দাঁড়ায় যে, 
ংদুদিক থেকে আসা sum কে যোগ করে রিটার্নকরব। এর কোড তোম কেই যাব 
পাবে। ' ক্ষোড ৫.৮ তে দেখতে 


কোড ৫.৮: segmen 
| রসি | gmentTreeQuery cpp 
১ // call with: 29220 (1, শর. r) ও 


২ int query(int at, int L, int R, int 1; ine r) 

৩ { 

৪ if(r < L || R € 1) return 0; 

৫ 3: (3 <= L && R <= r) return sum [at] ; 

৬ 

q int mid — (Lt T2 

৮ int x = query(at m 27 L, mid, T a) 

5 int y = query(at BH 2 + 1, mid + TES TEC 
30 

» return x + y; 


R} 
UM. NE uo us ccn ০:৩০ = এই E E S ecce erui ৯, == == rorem] 


এখন কথা হলো এর টাইম কমপ্নেক্সিটি কত! আমাদের মনে হতে পারে এর টাইম কমপ্রেক্সিটি 
অনেক বেশি! কেউ কেউ ভাবতে পারে যেহেতু আমাদের ট্রি তে 0 (n) সংখ্যক নোড আছে তাই এর 
টাইম কমপ্লেক্সিটিও O (n). না! খেয়াল কর যদি কখনো [1, 1] ও [2,2] আমাদের কুয়েরি সীমার 
মধ্যে থাকে তার মানে দাঁড়ায় আমরা আসলে [1,2] থেকেই ফিরে যাব। অর্থাৎ তুমি যদি আসলে 
অনেক বেশি সীমাকে কভার করতে চাও তাহলে একটি বড় সীমা থেকেই তুমি ফেরত যাবে। তা 
নাহয় বোঝা গেল কিন্তু কমপ্নেক্সিটিটা আসলে কত? একটু চিন্তা করে দেখ, আমরা কখন কাজ 
করছি? যখন নিচে নামছি। কখন নিচে নামছি? যখন আমাদের নোডের সীমা আমাদের কুয়েরি 
সঙ্গে আংশিকভাবে overlap করে। খেয়াল কর, আমাদের fü এর কোনো লেভেলে কিসত 
দুটির বেশি আংশিকভাবে overlap করা নোড থাকবে না, তাই না? বাকিগুলো হয় বাইরে = 
একদম ভেতরে হবে। আমরা তখনই নিচে নামি যখন আংশিকভাবে overlap ২1টি তরাং 
পেস আংশিকভাবে overlap এর সংখ্যা 2 আর আমাদের নিস অন্যভাবে ও E 
দের কমপ্লেক্সিটি হং log n). আমরা 
কি এখানে এতাৰে লা কারণ এখান re tT 
আমরা ট্রি এর স্ট্রাকচার দেখে প্রমাণ | সেখানে এরকম প্রমাণ 
দেখত নক কি 10010৩৫) নিযে পড় fir 


৫.১১.৪ Lazy ৬/10101064/607868866নী। 


পর পর আছে এবং শুরুতে 
মনে কর তোমাদেরকে বলা হলো যে? টি বান্ধ তায 
এখন একটি অপারেশনে? হতে j পৰ্যন্তসববাধ toggle করতে বলা হতে পারে। ve LR 


বব 
কখনো কখনো জিজ্ঞাসা করা হতে পারে যে এ তম বাঝটি চালু আছে, নাকি বন্ধ? তুমি AR 


সেগমেন্টট্রি ব্যবহার করে O (log n) এ করতে পারবে। এক্ষেত্রে ধারনাটি a 
(£v je ER পিক করবে তখন কিন্তু তুমি এই সীমার মধ্যে প্রতিটি বাবে 
করতে পারবে না, তোমাকে গুচ্ছ ধরে আপডেট করতে হবে। ধর তোমার কাছে? n 
আছে আর তোমাকে 1 হতে 4 পর্যন্ত বান্ধ আপডেট করতে বলা হলো। তুমি যা করবে ত," 
সেগমেন্ট ট্রি এর শুধু [1, 4] এর রমার এই HIE 
হয়েছে। চিত্র ৫.১২ এর সঙ্গে তুলনা করতে পার। যদি তোমাকে বলে 1 থেকে 3 


t 
করতে হবে, তাহলে তুমি [1, 2] এবং [3, 3] এই সীমা দুটি আপডেট করবে। আপডেট এর | 


শুধু তুমি লিখে রাখবে যে এই সীমাটি কতবার toggle হয়েছে। লাভ কী? ধর তোমাকে জি 
করল 3 এর অবস্থা কী? তুমি যা করবে, রুট থেকে [3, 3] পৰ্যন্ত যাবে এবং গুনে দেখবে fc 
যেই সীমা দিয়ে যায় সেসব সীমা কতবার করে toggle হয়েছে। এ থেকেই তুমি তোমার টল 
পেয়ে যাবে। তাহলে কুয়েরি যে মাত্র O (log n) এ হচ্ছে তা তো খুব সহজেই বোঝা যায়, রি 
আপডেট? আমরা কিন্তু ইতোমধ্যেই সাবসেকশন ৫.১১.৩ তে এরকম কিছু প্রমাণ করে এসেছি 
সুতরাং আমাদের আপডেটও O(logn). কোড ৫.৯ এ কুয়েরি ও আপডেটের কোড দেওয়া 
হলো। আমাদের এই সমাধানে আমরা যে একদম নিচ পর্যন্ত না গিয়ে উপরেই কিছু লিখে রে 
শেষ করে ফেলেছি আপডেটের কাজ, একেই lazy বলা হয়। আমরা এখানে lazy কে কিন্তু ces 
নিচে নামাইনি, সে জন্য একে without propagation বলে | ভেঙে নিচে নামানোর xi AT 
পরবর্তী সাবসেকশনেই পরিক্ষার হয়ে যাবে। 


কোড ৫.৯: lazyWithoutPropagation.cpp 
১ void update(int 3t; iDt L, Int E. int 1, int T) 
à ( 
ks ETE EDN R EU TE EOM 


UR GER S00 REED RP NEL 1; return; } 


ত" 
, 


ৰ; | 1 if ow, o WWW.pdfjagat.com 
à int qurery(int at, int L, int R, int pog) 


৯ 

১৩ 1 

১৪ if(pos < L || R < pos) return 0; 

১৫ if(L <= pos && pos <= R) return toggle[at], 

১৬ 

১৭ int mid * (L + R)/2; 

১৮ if (pos <= mid) 

১৯ revurn query (at ন- 28 d oma pos) ^ toggle[at]; 
30 else return : 


৫.১১.৫ Lazy With Propagation 


মনে করা যাক উপরের সমস্যায় আমাদের কোনো একটি বান্ধ সম্পর্কে না জিজ্ঞাসা করে জিজ্ঞাসা 
করা হবে যে! হতে? এর মধ্যে কতগুলো বাল্ব চালু আছে! বলে রাখা ভালো যে এই সমস্যাও একটু 
চিন্তা করলে without propagation এ সমাধান করা সম্ভব৷ কিন্তু আমরা এখানে দেখাব কীভাবে 
এই সমস্যা with propagation এ সমাধান করা যায়। সমাধানে যাওয়ার আগে আমাদের একটু 
চিন্তাকরা দরকার আমাদের এই সমস্যার সমাধানের জন্য ট্রি এর প্রতি নোডে কী কী জিনিস দরকার! 
প্রথমত Lazy দরকার, অর্থাৎ এই সীমার প্রতিটি বাল্ব কি toggle করা হয়েছে কি হয়নি এবং আরও 
দরকার এই সীমার কতগুলো বাল্ব এখন চালু আছে। বন্ধ বান্বের সংখ্যা কিন্তু দরকার নেই, কারণ 
তুমি যদি চালু বান্ধের সংখ্যা জানো তাহলে বন্ধ বান্বের সংখ্যা এমনিতেই বেরিয়ে আসবে। সুতরাং 
বিন্ড পর্যায়ে আমাদের প্রতি নোডে লিখতে হবে toggle = 0 এবং ০n = 0. এখন আসা যাক আমরা 
কীভাবে আপডেট করব। আগের মতোই আমরা দেখব যদি আমাদের বর্তমান নোডের সীমা কুয়েরি 
সীমার সম্পূৰ্ণ বাইরে হয় তাহলে কিছু করব না, যদি আংশিকভাবে ভেতরে হয় তাহলে সেভাবেই 
আমরা ডানে বা বামে যাব (বা উভয় দিকে)। এখন আসা যাক যদি সম্পূর্ণভাবে ভেতরে হয় তাহলে 
কীকরব। খুব সহজ, toggle = toggle ^ 1 করব, এবং 0% = R — L + 1— on করব। kx 

বোঝা দুই লাইনে আসলে কী করা হচ্ছে। কিন্তু শুধু এটুকু করলে কিন্তু হবে না। কেন! 

| কে এভাবে আপডেট করলে। এর পর যদি তোমাকে বলে 
বে? ওই নোডে গিয়ে একইভাবে আপডেট করে আসবে 


[25 
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আমাদের সমস্যাটা Swwwwspdfjagat.comis আপডেটের সময় 

গিয়েছি সেটি সমস্যা আমরা যদি তা না করে একদম নিচ পৰ্যন্ত নামতাম এবং থেকেই 
ঠিক মতো আপডেট করতাম তাহলেই হয়ে যেত। কিন্তু তা করলে আমাদের টাইম ক লী ও 
যাবে। তাহলে আমরা কী করব? উপায় হলো, তুমি এখানেই 32% রেখে যাবে, কিনু যাগ বেছ 
এর থেকে নিচে নামতে হয় তাহলে তখন তুমি এই lazy কে এক ধাপ নামিয়ে দিবে। অর্থাৎ ক্ৰম 
যতক্ষণ না দরকার পরবে ততক্ষণ আমরা lazy নামাব না। এই যে lazy কে ^ 
নামানো- একেই বলে propagation. আমরা (1, 4] এর আপডেটের পর যখন [1,2] কেজ নিচি 
করব তার আগেই অর্থাৎ যখন আমরা [1,4] থেকে নিচে নামতে চাইব তখন আমরা দেখব PR 
কোনো lazy আছে কিনা, যদি থাকে তাহলে তাকে আগে propagate করব, এর os e. 1 
সেখানে দেখব lazy আছে কিনা, থাকলে তা propagate করে আবার নিচে নামব। এরকম ক, 
চলতে থাকবে। একইভাবে কুয়েরি এর সময়ও আমরা বদি কোনো নোড দিয়ে নিচে নামত 
নামার আগেই আমাদের দেখে নিতে হবে এখানে কোনো Lazy আছে কিনা এবং সেই অনুসারে 
দরকার হলে নিচে নামাতে হবে। 


আরও কিছু বলার আগে কয়েকটা জিনিস পরিষ্কার হওয়া দরকার। প্রথমত lazy কী? আহা 


আপডেট করার সময় প্রতিটি ইনডেক্সকে আপডেট করা অনেক সময় সম্ভব হয় না, কারণ সব 
ইনডেক্সে গিয়ে গিয়ে আপডেট করতে অনেক সময় লাগবে। সেজন্য আমরা Square rog; 
segmentation এর মতো একটি সীমায় কোনো একটি ভ্যারিয়েবলে আমরা লিখে রাখি g 
এই সীমার সব ইনডেক্সে আমরা এতো যোগ করেছি, বা এই সীমার সব বান্বকে আমরা toggle 
করেছি ইত্যাদি। এইযে পুরো সীমার জন্য এই তথ্যটা আমরা লিখে রাখছি এটাই lazy. Rer 
প্ৰশ্ন, আমাদের lazy কেন দরকার? কারণ আমরা যদি lazy না রাখতাম তাহলে সব নোডকে 


আপডেট করতে অনেক সময় লাগত। তৃতীয় প্রশ্ন, lazy রাখার সমস্যা কী? মনে কর উপরের কোনে | 


গোড়ে আমরা lazy রাখলাম। এখন আমরা এর নিচের কোনো সীমার জন্য কুয়েরি করলাম। তানে 
ওই কুয়েরির উত্তর এই উপরের নোডের lazy কে হিসাবে ধরবে না। অথবা যদি আমরা নিচে 


কোনো সীমায় আপডেট করি তাহলে উপরের এই lazy এর প্রভাবে ওই সীমায় যেই পরিবর্তন হয | 


সেটা আমরা প্রয়োগ করতে পারছি না। তাহলে এটা সমাধানের উপায় কী? সমাধান হলো, ৪) 
propagation. যখনই আমরা কুয়েরি বা আপডেট করতে একটি নোডের নিচে যাব তখন আমরা 
দেখবো সেই নোডে কোনো lazy আছে কি না। যদি থাকে তাহলে সেই lazy কে propagate 
কৰতে হব Propagate মানে হলো, আগে হয়তো প্যারেন্টে লিখা ছিল এর পুরো সীমায় কি 
ৰ রা নামাতে পারি? তার আগে চিন্তা করে দেখ, একটি e 


pi 
Ai 


i. 0 


9991০ = toggle ^ 1 হবে এবং একই সঙ্গে on ও আমরা 
আঁ = 0 হবে, কিন্তু % পরিবর্তন হবে না (কারণ দেখব 


- e ——— 


———— 


কা মানে হলো toggle = 1. একে নিচে নামানো | 


tion করার দরকার নেই 
propaga wWW-pafjágaiticomrz 
এবং = R- L--1— on করতে হবে। ৰং এরস্ষলে ত শুধু দুবার toggle 


থমবারে যেই। 
পরের আপডেটের কারণে কাটাকাটি হয়ে যাচ্ছে। অর্থাৎ আমাদের arar ৭2) জমা হতো সেটা 
হতে পারে। আসলে কাটাকাটি হলো কি হলো না তা নিয়ে তোমাকে চিন্তা বানালে lazy কাটাকাটিও 
toggle = 1 এর মানে তোমার এখানে lazy আছে, শেষ! তাহলে এ করতে হবে না, যদি দেখ 
কোড ৫.১০ এ এই কোড দেওয়া হলো। 


কোড ৫.১০: lazyWithPropagation.cpp 


১ void Propagate(int at, int L, int R) 

২1 

৩ int mid = (L + R)/2; 

8 int left-at- —-at. i2» leto o L, left.R = mid; 

৫ int right.at - at B 2 + 1, right.L - mid 4 1, right.R-R; 
৬ 

৭ toggle[at] = 0; 

৮ toggle[left at] “= 1; 

5 toggle[right.at] ^- 1; 

১০ 

১১ on[left.at] = left.R — left.L + 1 — on[leftat]; 

১২ on[right.at] = right R= right. L * 1 — on[right.at]; 
১৩) 


১৪ 
১৫ void update(int at, int L, int R, int 1, int T) 
১৬. 


E 


if (1 <= ER p E) 
gem 


if(r« Lr || R € 1) return; 


-— ; 
২৮ update(at প্র 4408083505০ ^ 


int qurery(int at, int L, int R, int 1, int r) 


২৯ update(at W 2 + 1, mi aE) a 
৩০ 
৩১ ০০ [৪৮] = on[at # 2] + on[at # 2 + 1]; 
৩২ } 
৩৩ 
| 


৩৪ 

৩৫ 

৩৬ if(r« L || R< 1) return; 

৩৭ if (l <= L 68 R<= r) return ০0 [20] 7 


৩৮ 

৩৯ if(toggle[at]) Propagate(at, L, R); | 
80 

85 int mid = (L + R)/2; 

83 int x = query(at # 2, L, mid, 1, r); 

89 int y = query(at M 2 + 1, mid + 1, 1, r); 

88 


8c return x + y; 


৫.১১.৬ একটি উদাহরণ 


নিঃসন্দেহে lazy এর ধারণা এই অধ্যায়ের সবচেয়ে কঠিন একটি ব্যপার একে বুঝিয়ে গুছ 
বলাও একটু কঠিন। সেজন্য আরও একটি উদাহরণ দিয়ে এটা বোঝানোর চেষ্টা করি। আমাদের 
সমস্যা হলো, একটি সংখ্যার যারে আছে। কুয়েরি খুব সহজ, i হতে j ইনডেক্সের মাঝের সৰ্বন্ম 
সংখ্যা বের করতে হবে। আর আপডেট হলো i হতে 7 ইনডেক্সের মাঝের প্রতিটি সংখ্যাকে! 
পরিমাণ বাড়াতে হবে। করা যায়? প্রথমত আমাদের সেগমেন্ট ট্রি তে প্রতিটি নোডে একট 
বণ রাখতে হবে যাতে থাকবে ওই সীমার সর্বনিয়। তাহলে আমরা যখন কুয়েরি করব 

ৰ ^ " $8 1 এখন কথা হলো আপডেট করব কীভাবে। আগের মহে 
নে একটি lazy এর মতো থাকবে যা বলবে এই সীমার প্রতিটি সংখ 
ই। মনে কর A নোডে আমরা লিখলাম যে এই পুরো সীমায় রে 
খন আমরা এই A নোড হতে নামব তখন এই 9 কে তার " 


স্বাভাবিকভাবেই 
আপডেট করতে নিচে নেমেছি সেটা হয়তো কোনো একদিকে না মধ্যে যে কম। কারণ আমি 
দিয়ে এসেছে। এভাবে lazy with propagation এর মাধ্যমে এই কম সংখ্যা তৈরি করে 


৫.১২ বাইনারি ইনডেক্সড ট্রি (Binary Indexed Tree) 


সংক্ষেপে একে BIT বলা হয়। এটি সেগমেন্ট ট্রি এর মতোই একটি j 
এক জটিল, কিন্ত জার ব্যাপার হলো এর কোড খুবই ছোট তুমি পুরো ডেটা কান তৰে এটি 
হার করতে পারবে সময কথা বলতে আমি নিজেও এই ডেটা স্ট্রাকচার খুব ভালো মতো নি 
না৷ কিন্তু এটি ব্যবহার করতে আমার বেশি কষ্টও হয় না। এটি ঠিক যে, BIT দিয়ে তৃমি যাযা করতে 
পারবে সেগমেন্ট ট্রি দিয়েও প্রায় সবই তুমি করতে পারবে, তবে সেগমেন্ট ট্রি দিয়ে এমন কিছু করা 
যায় যা আসলে তুমি BIT দিয়ে করতে পারবে না। কিন্তু BIT এর সুবিধা হলো, এটি অনেক ছোট 
কোড, এর জন্য ? আকারের মেমোরী লাগে এবং এটি অনেক দ্ৰুত।১ 


খুব সংক্ষেপে বলতে হলে বলা যায়, BIT এ তোমরা দুই ধরনের অপারেশন করতে পার। 
১. কোনো একটি স্থান idx কে v পরিমাণ বৃদ্ধি update(idx, v) 
২. শুরু হতে 1৫১ পর্যন্ত যোগফল বের করা read (idx) 


আরও বেশ কিছু অপারেশন করা যায় যা আসলে বহুল ব্যবহৃত না। তোমরা topcoder এর 
দেখতে পার। 
কোড ৫.১১ এ read এবং update দেখানো হল। এখানে Max Val হলো n এর মান। অর্থাৎ 
তোমার আযারে যত বড় আর কী! আর BIT এ তোমাকে 1 — indexing ব্যবহার করতে হবে। 


কোড ৫.১১: bit.cpp 


২ 
A; 
9 চিনির» 


nt pU pov 


raa এই https: .topcoder.com/ 
1কোডারের এই http: শে 
০7.0৪5/আর্টিকেলটি পড়তে 


- 
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অধ্যায় ৬ 
afe টেকনিক (Greedy Technique) 


শ্রীডি (Greedy) মানে তো সবাই বোঝো? এর মানে — 

(buffet) তে নিয়ে গিয়ে ছেড়ে দিলে কী করবে? ত ৮৮৮৩০ তা ৬ 
দেবে তাই না? যদি একটু বুদ্ধিমান হও তাহলে হয়তো সবচেয়ে দামি খাবার বেশি বেশি ক 
কারণ যার দাম কম তা হয়তো তুমি পরে কিনে খেতেই পারবে! যেমন যদি TAO 1) 
থাকে আর জিলাপি থাকে, তাহলে নিশ্চয়ই জিলাপি খেয়ে পেট ভরানোর থেকে চিংড়ি খেয়ে পেট 
ভরানো বুদ্ধিমানের মতো কাজ হবে? গ্রীডি মানে যে সবসময় বেশি বেশি করে নেওয়া তা কিন্তু না 
অনেক সময় কম কম নেওয়াও লাভজনক | যেমন তোমাকে বলা হলো একটি গাড়ি কিনতে। এখন 
গাড়িগুলো একেকটা একেক পরিমাণ তেল খায়! নিশ্চয়ই যেই গাড়ি সবচেয়ে কম তেল খায় সেটা 
কেনাই বুদ্ধিমানের মতো কাজ তাই না? যদিও বাস্তব জীবনে আরও অনেক হিসাব-কিতাব আছে! 
[বেক তো BI মানে বলতে পার অন্য কিছু না জেখে যার মানার যা বেলি tp 

SII 


V» Fractional Knapsack - 


গ্রীডি আযালগরিদমের জন্য এটি খুবই পরিচিত সমস্যা। মনে কর একটি চোর একটি মুদি 
দোকানে ঢুকেছে চুরি করতে। সেখানে চাল আছে, ডাল আছে, চিনি, লবণ এরকম নানা জিনিস 
TRI এখন সে সব জিনিস চুরি করতে পারবে না। কারণ তার কাছে যেই থলে আছে তার 
ক্ষমতা ধরা যাক 20 কেডি কীভাবে চুরি করলে সবচেয়ে বেশি লাভবান হবে? খুবই 
মই জিনিসা রশি সে সেই জিনিস আগে নেওয়া শুরু করবে। যদি দেখে 


ডালের দাম প্রতি কেজিতে 1 MW Bpdfjagat.com 
RA থাকবে যদি তুমি কোনো জিনিসের যেকোনো পরিমাণ নিতে পার। 
n এইসমাধন ঠিকানা হয়ে onec দোকানে হয় তাহলে ভুমি আর এভাবে সমাধা 
an তুমি তো আর একটি টেলিভিশন ভেঙে এ ন করবে না তাই নী 
৷; কলম মোবাইলই হোক তুমি যাই নিতে চাও না কেন ? 
ববে না। উদাহরণ দেওয়া যাক, মনে 
কিন্তু আমাদের গ্রীডি পদ্ধতি কাজ করবে । মনে কর 16 
হাব! দাগ 15000 টাকা এবং ওজন 159, দুটি মনিটর আছে যাদের ওজন 109 করে এবং 
টিভি দাম 9000 টাকা। তোমার কাছে 20 kg জিনিস নেওয়ার থলে আছে। তুমি কী করবে 
ৰ বোকামি হবে যদিও এর প্রতি কেজিতে দাম বেশি তাও তোমার দুটি 


টেলিভিশন য়া কিন্তু 
Pets সিলে লাভ হবে সবচেয়ে বেশি। সুতরাং এটি মনে করার কিছু নেই যে গ্রীডি পদ্ধতি সবসময় 


কাজ করবে। যদি তুমি জিনিসের চাইলে "কিছু" অংশ নিতে পার তাহলে সেই সমস্যাকে বলা হয় 
Fractional Knapsack আর যদি তোমাকে পুরোপুরি নিতে হয় তাহলে সেই সমস্যাকে বলা হয় 
0—1 knapsack (এটি পরবর্তী অধ্যায়ে আমরা দেখব কীভাবে সমাধান করতে হয়) ৷ Fractional 
knapsack এর কোড ৬.১ এ দেখানো হলো। দেখানোর মূল উদ্দেশ্য অবশ্য STL এর আরওকিছু 


ব্যবহার দেখানো! 


কোড ৬.১: fractional knapsack.cpp 


s&include «algorithm» 
&include «utility» 
s&include «vector» 


using namespace std; 


// from now on, we can use PII 
// in the place of pair«.... 
// we will put weight at the first place 
.// and price at the second place 
lef paircint, int » PII; 


To লে নি ০০ ও // Vv 


// But it is 5ettewww.pdfjagat.com.. ; .. aitidh 


১৯ // because of possible precision loss 

nl // So we can rewrite it as: 

S // return PES * B.weight > B.price x A.weight 
» // we use first for weight, and second for price, 
২৪ return A.second * B.first > A.first + B.second; 
২৫ } 

২৬ 


void fractional.knapsack() ( 
av int n, Wi 
২৯ scanf ("$d", &n); 
৩০ for (int ও 2:07 ] 27 ie) { 
৩১ int weight, price; 
৩২ scanf ("%d %d", &weight, &price); 
৩৩ V.push.back (PII (weight, price) ) 7 
৩৪ } 
৩৫ sort(V.begin(), V.end(), cmp); 
ot scanf("*d", &W); 
৩৭ int ans = 0; 
৩৮ for (int i = 0; i< n; i++) ( 
৩৯ // W is remaining capacity. 
80 // V[il.first is weight of the i'th element. 
8১ // so steal minimum of them. 
83 int z = min(W, V[il.first); 
89 
88 
h 


W — z; 


ans += z * V[i].second; 


11587. XA 
rintf("Maximum cost: *din", ans); 
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যোগফল করতে 
লে মা NU একটি কানেক্টেড গ্রাফ হলো ট্রি। অর্থাৎ 
ভাৰ্টেক্সকে কানেক্টেড করতে আমরা যেসব বাহু নির্বাচন করব তাদের ওজনের যোগফল সক 
করতে চাইলে যেই গ্রাফটি দাঁড়ায় সেটিই হলো মিনিমাম স্প্যানিং ট্রি (সংক্ষেপে MST), এৰ 
মিনিমাম (minimum) আর ট্রি শব্দ দুটি তো বুঝেছই? স্প্যানিং (spanning) অর্থ কানেক্টেড সু 
করতে পার। এখানে আমরা MST বের করার জন্য দুটি আালগরিদমের কথা বলব। তোমরা কে 
কেউ মনে করতে পার যে হয়তো এই সেকশনটি গ্রাফের অধ্যায়ে থাকলে ভালো হতো। কিন্তু আঃ 
যেই দুটি আ্যালগরিদম আলোচনা করব তারা আসলে গ্রীডি ধরনের বলা যায়। আর তোমরাক ৪ 
একটি গ্রাফকে উপস্থাপন করা যায় তা তো শিখেই ফেলেছ! সুতরাং চিন্তা কী! আমাদের পরবর্তী 
সেকশনের জন্য ধরে নিই যে আমাদের ইনপুট গ্রাফে n টি ভার্টেক্সও m টি বাহু আছে। 


৬.২.১ প্রিম এর আলগরিদম (Prim's Algorithm) 


যেহেতু আমাদের সবগুলো ভার্টেক্সকে কানেক্টেড করতে হবে সুতরাং আমরা যেকোনো ভাটে 
থেকে শুরু করতে পারি। এখন আমরা দেখব, এই ভার্টেক্সের সঙ্গে যেই যেই বাহু আছে তা? 
মধ্যে কার ওজন সবচেয়ে কম। যার সবচেয়ে কম সেই বাহু আমরা নিব এবং তাহলে আমাদে 
এখন দুইটা ভার্টেক্সও একটি বাহু হয়ে গেল। এখন দেখব, এই দুইটি ভার্টেক্স থেকে যেসব ৷ 
বের হয়েছে তাদের মধ্যে কার ওজন সবচেয়ে কম তাকে নিব। এভাবে নিতে থাকব যতক্ষণন 
আমাদের সব ভার্টেক্স নেওয়া হয়ে যায়। এটা আশা করি বুঝেছ যে যখন এই সবচেয়ে কম ওজনের 
বাহু নিচ্ছ তখন সেই বাহুর এক মাথা তোমার ইতমধ্যে বানানো ট্রি এর ভেতরে যেন থাকে এবং 


দেখি। চিত্রে নীল 


1ং কারে লো এখনো নির্বাচন করা হয়নি। এখন সেসব বা 
অপর হলো 3- o 


নকশা ৬.১: প্রিমে  (Prim's algorithm) 


ভাৰ্টেক্স নির্বাচন করার কাজ করছ এবং প্রতিবার হয়তো তুমি সব বাহু দেখছ। সুতরাং তোমার 
কমপ্লেক্সিটি দাঁড়ায় O (nm). একে তুমি খুব সহজেই O (n?) করতে পার। মনে কর তুমি প্রথমে 
॥ নামক ভার্টেক্স নিয়েছিলে এবং আমাদের বর্তমান পদ্ধতিতে প্রতিবার a এর সঙ্গে লাগানো সব 
বাহু প্রতিবার যাচাই করছ। কিন্তু প্রতিবার যাচাই করার কি দরকার আছে? তুমি যখন একটি নতুন 
ভার্টেক্ আমাদের ট্রি তে অন্তৰ্ভুক্ত করবে তখন এর সঙ্গে লাগানো সব বাহু দেখবে, দেখে সেই বাহুর 
অপর প্রান্ত কত কম খরচে আমাদের ট্রি তে নেওয়া যায় সেটি আপডেট করবে। অর্থাৎ আমাদের 
প্রতিটি নোডে একটি করে মান থাকবে যা নির্দেশ করবে কত কম খরচে সেই নোড আমাদের ট্রি তে 
অন্তৰ্ভুক্ত করা যায়। চিত্র ৬.১ এ খেয়াল কর, এই অবস্থায় নোড 4 এ থাকা মান হবে 9 এবং নোড 
6 এ থাকা মান হবে 2. সুতরাং আমরা নির্বাচন করব নোড 6. এই নোড নির্বাচন করার পর আমরা 
এর সঙ্গে লাগানো সব বাহু দেখব এবং অপর মাথা প্রয়োজনে আপডেট করব। নোড 6 এর সঙ্গে 
লাগানো একটি বাহু হলো 6 — 4 এবং এর ওজন হলো 3. সুতরাং 3 — 6 বাহু নেওয়ার পর আমরা 
নোড 4 এর আগের মূল্য বা cost 9 আপডেট করে 3 করে দেব। একটু অন্যভাবে বলি। মনে কর, 
আমরা নোড 3 যখন নিয়েছি তখন দেখেছি যে নোড 4 কে আমরা 9 মূল্যে অন্তৰ্ভুক্ত করতে পারি, কিন্তু 
নোড 6 অন্তৰ্ভুক্ত হয়ে যাওয়ার পর দেখলাম যে নোড 4 কে আরও কম খরচে তুমি অন্তর্ভুক্ত করতে 
করবে৷ এটি গেল ভেতরের কাজ, আমাদের কিন্তু 
কটি করে নতুন নোড নির্বাচন করছে। এই 


জিত 7 রর জী বলি mmy SE 


তোমরা কিন্তু চাইলে একে i Mana dac tinh করতে পারবে। আমরা যে তি 
ভাৰ্টেক্স ঘুরে ঘুরে দেখছি কোনটির মূল্য সবচেয়ে কম তা না করে তুমি যদি একটি মিন T 
e বা set) তাহলে তোমার «mma হীপ Mir 


heap) রাখ (C++ এ priority queu 
বুঝতেই পারছ এই পদ্ধতি তখনই ভালো কাজ করে Mh 


O(mlog n) এ কাজ করবে। t 
তোমার n? এর থেকে বেশ ছোট হবে। আরও ভালো হীপ ব্যবহার করে এর কমপ্লেকিটি 
কমান যায়। তোমরা যদি আগ্রহী হও একটু ইন্টারনেট বা বই ঘেটেখুঁটে দেখতে ae. TN 
কিউ (Priority queue) ব্যবহার করে এ ২ এ দেখানো হলো। অনেকে আর TÀ 


করে কোড করে, তাই তোমরা অন্যদের কে পার। $m 


কোড ৬.২: 11 


১ typedef paircint, int» PII; 

২ // weighted adjacency list. 

৩77 first element neighboring node 

8 // second element weight of the edge 
€ vectorcPII^ V[100]; 


পাট ত 


v 

৭ struct Node { 

৮ int u, cost; 

৯ Node() {} // defauit constructor 
১০ Node(int `u, int .cost) { 

১১ u = u; 


১২ cost = cost; 
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Hg minimum cost SO far for a node. 


X int cost [100] ; 
২১৮ // if the node is already taken. 


২৯ int taken [100] ; 


৩০ 

৩১ int prim() { 

৩২ // n = numbe 

৩৩ // INF 5 infin ing liké: 1079. 

৩৪ for (10t-À * 0; i-« n; icr) 
1৩৫ ০০৪৮ (2] = INF, taken[i] = 0; 
I // 8 is the vertex you want to start prim from. 
৩৭ ০০৪৮[৪] = 0; 

I PQ.push(Node(s, 0)); 


int ans = 0; 

while (!PQ.empty()) ( 
Node x = PQ.top(); 
PQ.pop() ; 


if (taken[x.u]) { 
// already visited. 
continue; 


} 


taken[x.u] = 1; 


ans +=.x.cost; 


for P. I Ne 8, V[x.u]) 1 
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L3 জোলা নদ a MST = diot, 258) 5: EM. 
৬১ | printf ("Cost of mU TS ৰ 


৬.২.২ ক্রুসকাল এর আযালগরিদম (Kruskal's Algorithm) 


এটিও বেশ সহজ আলগরিদম। কোনো কারণে যখনই MST আমাকে কোড 
ক্রুসকাল এর আলগরিদম (Kruskal's algorithm) ই করে থাকি। হয়তো আনতে হা 
সহজ লাগে ore এই আলগরিদম বোঝানো খুবই সহজ, কোড করাও অনেক গছে 
যেভাবে কোড করতে হবে সেটি বোঝানো একটু কষ্টকর এই আযালগরিদমে তুমি যা uud" 
সবচেয়ে কম ওজনের বাহু নিবে, দেখবে এর দুই মাথার রটে দুটি ইতোমধোই এ 
component এ আছে কিনা, থাকলে এই বাহু নিবে না। না থাকলে নিবে। এভা = 


Tra সব বাছুর ইউনিয়ন (union) নিয়ে এই কাজ করতে হবে। শেষ! এখন প্রশ্ন হচ্ছেন, 
বুঝবে যে দুটি ভার্টেক্স একই ট্রি তে আছে কিনা! উত্তর: ডিসজয়েন্ট সেট (Disjoint Set) a 
দুটি সেটকে জোড়া লাগানোর চেষ্টা করছি এবং সেজন্য যাচাই করছি যে, এই দুটি ভাৰ্টের, 


নকশা ৬.২; ক্রুসকাল এর আযালগরিদম (Kruskal's algorith n) 


একট উদাহরণ দেখা যাক। চিত্র ৬.২ এ আমরা প্রথমে 2 _ 3৫ b 
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| মাথা একই TNW pagat COE এই বাহু নিবো না। আর না থাকলে 
দেখা এই বাহ তাদের দুই মাথার সেটগুলো ইউনিয়ন করে দেব! 
e ধনপ্রশ্ন হলো এই আযালগরিদমের টাইম কমগ্নেক্সিটি কত? সহজ, বাহুগুলোকে ওজন 
করতে O(m lo9 m) এবং প্রতি বাহুর জন্য আমরা ফাইন্ড (find) করছি বা দুটি সেটকে 
সর্ট কর করছি যাদের কমপ্নেক্সিটি আমরা 0(1) ধরে নিতে পারি। সুতরাং O(m log m + m) 


kolm log m). এর কোড ৬.৩ এ দেওয়া হলো। 


কোড ৬.৩: kruskal.cpp 


struct Edge { 


I // there is an edge between u and v 

৩ // of weight w. 

| 8 int u, V, Wi 

le jè 

d 

৭ bool operator« (Edge A, Edge B) { | 

v // sort edges according to weights. 

EJ return A.w < B.w; 

১০ } 

| ১ // edge list is enough, no need for adjacency list. 
1৯২ vector«Edge» E; 

১৩ // array to keep track of parents for union find. 


int p[100]; 


1৮৮ int find(int x) ( 
if (p[x] == x) return x; 
return p[x] = find(p[x]); 


// before the ,WWw.pdfjagat.com 
now I use range loop. 


২৮ 
২৯ // with ০++14 
৩০ int 82 = 0, 8129 () ॥ 
t ans = 01 
E à (int 4 = 97 1« sz; i**) ( 
৩৩ if (Find (}} [1.] u) js find(E[il.v)) { 
৩৪ // union. | 
৩৫ plp(ELi].ul] = p[E[i].v]; 
৩৬ ang + E[1].W! 
৩৭ } 
৩৮ } 
৩৯ printf ("Cost of MST = %d\n", ans); 
80 } 


খেয়াল কর আমরা কিন্তু এই দুই আযালগরিদমেই গ্রীডি উপায়ে সবচেয়ে কম খরচের 
বা বাহু নির্বাচন করে পুরো সমস্যা সমাধান করে ফেলেছি। তোমাদের যদি এই tef Ss 
বা বাহ set হয় তা হলে প্রমাণ করে দেখতে পার কেন এই গ্রীডিভাবে বাহু ৰ্বাচন 
সঠিক উত্তর দিবে। চাইলে কোনো ভালো আযালগরিদম বইয়েও প্রমাণ দেখে নিতে পার। করন 


৷ 
৷ 


৬.৩ ওয়াশিং মেশিন ও ড্রায়ার 


মনে কর তুমি একটি কাপড় কাচার কোম্পানি চালাও 

রে ca! wid o perii | 
সপ ics cd doa AS তুমি কিন্তু প্রথমে ড্রায়ার পরে ওয়াশিং মেশিনে দিঃ 
এবং ড্রায়ারে কত সময় নিবে জন্য তোমার জানা আছে যে সেটি ওয়াশিং মেশিনে কত সময় নি 
EE ee একই সঙ্গে কয়েক সেট কাপড় তুমি একই মেশিনে দিঃ 
লব দুই লোপ fcm 
à লা ওয়াশিংমেশিনেদরকারি সময় আন তার থেকে বেশি সুন্দর। মনে কর; তম সেটের উর 
(optima 00 ০,০, ছায়ারো দরকারি সমর | এখন মনেকরআ ও 

ব তাহলে এই দুটি কাজ সেট হলো; আর. অর্থাৎ তুমি oma যে ঠিক। কা 

টাও || তোমার কত সময় লাগবে? ০4০10 
io, -- E" সময় লাগত a; + maz (b; ai) * 5 egi 
à) +} রি + 0. এখন মনে কর k হলো রগ 
MN E > Qk + maz(b,, aj) + bj অর্থাৎ k সেট] M 
E সত্যি হয় তাহলে প্রমাণ করা যায় যে o; + 77470" 


১৫৪ 


298 + maz (bn, ai) + bi অর্থাৎ পরি E Ear করা ভালো (এটি তোমরা 
aal proof by contradiction এর মাধ্যমে একটু খেটেখুটে গা 
নী দাঁড়াল? আমরা কাজগুলোকে আসলে একটি ক্রমে সাজাতে পারি। তবে কোন কাজের আগে 
Beet সেটি নিৰ্ণয় করার জন্য আমাদের উপরের সগীকরগের | নিয়ে দেখতে 
কেকা সেট আগে করলে কম সময় নেয়। এভাবে কাজগুলোকে সাজালে আমরা ঢি * p 
পাব। অর্থাৎ আমাদেরকে কাপড়ের c টিকে সর্ট করতে হবে। যখন দুটি সেটের মধ্যে তুলনা করবে 

উপরের সমীকরণ ব্যবহার করে বলবে কে ছোট আর কে বড়। শেষ! এ 

এই সমাধান বের করা মোটেও সহজ নয়, সুতরাং তোমরা যদি একবার পড়ে এই সমাধান না 
বোঝ তাহলে আরও কয়েকবার পড়ে দেখ। দুএকটি উদাহরণ হাতে হাতে করে দেখ। 


৬.৪ হাফম্যান কোডিং (Huffman Coding) 


হাফম্যান কোডিং (Huffman coding) জানার আগে তোমাদের জানতে হবে প্রিফিক্সবিহীন 
কোডিং (prefix Free coding) কী জিনিস। কোডিং (coding) xm ed কি 
ক্যারেক্টার (character) কে অন্য কিছু দিয়ে প্রকাশ করা । আমাদের এই সমস্যায় আমরা ইংরেজী 
বর্ণমালার কিছু ক্যারেক্টারকে 0 আর 1 ব্যবহার করে এক একটি সংখ্যা দিয়ে প্রকাশ করব। যেমন 
আমরা হয়তো a কে প্রকাশ করব 001 দিয়ে, b কে প্রকাশ করব 110 দিয়ে ইত্যাদি৷ প্ৰিফিক্সবিহীন 
কোডিং হলো কোনো কোডই অপর কোডের প্রিফিক্স (prefix) হতে পারবে «t প্রিফিক্স মানে হলো 
শুরুর অংশ। যেমন 01 হলো 0110 এর একটি AFAI সুতরাং এই দুটি একই সঙ্গে কোড হতে 
পারবে না। মজার ব্যাপার হলো এরকম 0 আর 1 দিয়ে প্রকাশিত যেকোনো কোডিং তুমি চাইলে 
একটি বাইনারি ট্রি দিয়ে প্রকাশ করতে পার। মনে কর কোনো নোড থেকে বাম দিকে যেই বানু 
যায় তার লেভেল হলো 0 আর ডান দিকে যেই বাহু যায় তার লেভেল হলো 1. তাহলে রুট থেকে 


সুবিধ হলো তুমি কোনো space ছাড়াই তাদের ডিকোডিং (decoding) করতে পারবে | একটি 
| ia হরণ c ওয়া যাব ॥ ALA কিন্তু প্রিফিকবিহীন M 


কোনোই মাথা ব্যাথা নেই, একে একভাবেই ডিকোডংকরা 
টা T এর রুট থেকে traverse করতে থাকবে 


সেই ক্যারেক্টারগুলো কত বার নি? ৮০৯৬৯, 
ক্যারেক্টারগুলোর এমন একটি fe Maa EL. os 
এনকোডিং (encoding) এর পরের দৈর্ঘ্য সবচেয়ে কম হয়। একটি উদাহরণ দেওয়া যাক খা 


কর তোমাকে 3 টি ক্যারেক্টারের ফ্রিকোয়েন্সি (Frequency), অর্থাৎ কোন 35 
এলো, দেওয়া আছে: (a, 10), (b, 4), (c, 8), ধরা যাক আমরা এদের কোডিং কর 
(a, 01), (b, 1), (c, 00) তাহলে এনকোডিং এর পরে লেখাটির দৈর্ঘ্য হবে 1052+4 লা 
40. এর থেকেও যে ভালো করা সম্ভব সেটি তোমরা বুঝতেই পারছ তাই না? কারণ, = 

বার আছে কিন্তু এর দৈর্ঘ্য 1, অন্য দিকে ৫ আছে 10 বার কিন্তু এর দৈৰ্ঘ্য 2! যেই মাৰ 

সংখ্যকবার এসেছে তাকে যদি ছোট দৈর্ঘ্যের কোড দেই তাহলে কিন্তু আমাদের মোট দৈৰ্ঘ্য 

যাবে। তিনটি ক্যারেক্টারের ক্ষেত্রে নাহয় এরকম নানান যুক্তি তর্ক দিয়ে সমাধান করা যায নি 
অনেকগুলো ক্যারেক্টারের জন্য সমাধান কীভাবে করবে? খুব একটা কঠিন না। কিছুক্ষণ m 
বলেছি যাদের ফ্রিকোয়েন্সি কম তাদের বেশি দৈর্ঘ্যের কোড দেয়া উচিত। অর্থাৎ তাদের মে 
প্রিফিক্সবিহীন কোডিংয়ের ট্রি এর একদম নিচে থাকবে। আমরা একটি নোড নিয়ে সবচেয়ে কঃ 
ফ্রিকোয়েন্সিওয়ালা দুটি ক্যারেক্টারকে তার চাইল্ড বানিয়ে দেই আর এই নতুন নোডের 

দেই ওই দুইটি ক্যারেক্টারের ফ্রিকোয়েক্সির যোগফল কেন? উদাহরণ দিয়ে বোঝা যাক ব্যাপারটা 
উপরের সহজ উদাহরণে আমাদের সবচেয়ে কম ফ্রিকোয়েন্সিওয়ালা দুটি ক্যারেক্টার হলো আৰু, 
এখন আমরা এদেরকে একত্র করে একটি নোড বানাবো যার ফ্রিকোয়েন্সি হবে 4+-8 = 12. কেন! 
আমরা এভাবে চিন্তা করতে পারি, এদের ফ্রিকোয়েন্সি যেহেতু অনেক কম তাই এদের সবচেয়ে বড় 
কোড দিব (তা নাহলে আমরা কিছুক্ষণ আগের মতো কোডকে অদল বদল করতে পারি)। অৰ্থাৎ এর 
ট্রি এর একদম নিচে। অর্থাৎ শেষ ক্যারেক্টার বাদে বাকিটুকুর কোড একই। বা আমরা বলতে পারি 
বাকিটুকুর ফ্রিকোয়েন্সি তাদের দুজনের ফ্রিকোয়েন্সির যোগফলের সমান। বোঝা যাচ্ছে? আমরা? 
টি ক্যারেক্টার থেকে এভাবে n _ 1টি ক্যারেক্টারে আমাদের সমস্যাকে নামিয়ে ফেললাম। এভাবে 
একে একে বাকি ক্যারেক্টারগুলোর সবচেয়ে ছোট দুটি ফ্রিকোয়েন্সিকে যোগ করে একটি একটি করে 
ক্যারেক্টার কমিয়ে ফেলতে পারি। এই আযালগরিদম একটি হীপ বা প্রায়োরিটি কিউ বা মাল্টিস্ে 
(multiset) ব্যবহার করে খুব সহজেই O(nlogn) এ করে ফেলা যায়। STL এর priority 
queue ব্যবহার করে কীভাবে এটা করা যায় তা কোড ৬.৪ এ দেখানো হলো। 


কোড ৬.৪: huffman coding.cpp — — 
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n 
gt hu£fman O ( 
// we are using priority queue. 
» // it is max-heap bg default. 
১২ // so we pass greater<int> parameter 
P // to make it min—heap. 
১৪ priority-queuecint, vectorcint», greatercinto PQ; 
১৫ for (int i = 0; i < n; i++) { 
P // insert all the frequencies 
E // in the min heap. 
১৯ PQ.push(freq[i]l); 
২০ } 
২১ while (PQ.size() != 1) { 
২২ // find minimum element 
২৩ int a = PQ.top(); 


38 PQ.pop () ; 
// find second minimum 


২৫ 

২৬ int b = PQ.top(); 

২৭ PQ.pop() ; 

২৮ // insert their sum. 
35 PQ.push(a * b); 

৩০ } 


৩১ return PQ.top(); 


তোমাদের সুবিধার জন্য আরও একটি বড় উদাহরণ দেখা যাক। মনে কর 6 টি ক্যারেক্টারের 


ফিকোয়েন্সি দেয়া আছে (৫.1), (8, 1), (০,3), (d, 4), (e, 4), (f, T). প্রথমে আমরা সবচেয়ে 
P দুইটি সংখ্যা নিয়ে নিয়ে তাদের একত্ৰ করব অর্থাৎ 1 আর 1 একত্র হয়ে 2 হবে 


্‌ 44, p. এবার 2 আর 3 একত্ৰ হয়ে হবে 91 4, 5,7). এর পর হবে (5,7,8). এর পর 
এবং সবশেষে 20. ' ifie আমাদের এই 6 টি ক্যারেক্টার প্রিফিক্সবিহীন কোডিং দিয়ে 


ec - 1 নাম [৫ তাহলে ক্যারেক্টারওলোর - 
0), (e, 11), f(01). তোমাদের কাজ হলো 
বের করা। আশা করি কোড ৬.৪ এর সঙ্গে আরও 


প্ৰিফিক্সবিহীন বে ডং শের ধানো ফেলতে 
5 — 6 লাইন লাগালেই তোমরা এটি 3090.০01 MIT 


নকশা ৬.৩: হাফম্যান ট্রি (Huffman tree) 


৬.৫ প্রোগ্রামিং সমস্যা 
৬.৫.১ অনুশীলনী 


সহজ 
^ UvaLive 6789 :: UvaLive 6828 :: UvaLive 6829 :: UvaLive 6855 :: Uvalive 
6940 :: UvaLive 6957 :: UvaLive 7027 :: UvaLive 7028 
সামান্য কঠিন 
0৬৪11৬55979 
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অধ্যায় ^ 
ডায়নামিক প্রোগ্রামিং (Dynamic 


programming) 


ডায়নামিক প্রোগ্রামিং (Dynamic Programming) একটি অত্যন্ত গুরুত্বপূর্ণ বিষয় এবংবলা 
যায় সবচেয়ে কঠিন বিষয় প্রোগ্রামিং প্রতিযোগীতায়। এটিকে কঠিন বলার কারণ হলো এতে ভালো 
করার এক মাত্র উপায় হলো অনুশীলন করা এবং বেশি বেশি করে এই জাতীয় সমস্যা দেখা 1 এখানে 
আসলে শেখানোর তেমন কিছু নেই। এই পদ্ধতির প্রধান বিষয় হলো বড় সমস্যার সমাধান ছোট 
সমস্যার সমাধান থেকে আসবে! 


৭.১ আবারও ফিবোনাচি 


মনে কর তোমাকে বলা হলো, এমন কয়টি আযারে আছে যার সংখ্যাগুলো 1 বা 2 এবং তাদের 
যোগফল n হয়। যেমন যদি n = 4 হয় তাহলে তুমি মোট 5 ভাবে আ্যারে বানাতে পারবে: 
{L1,1,1}, (1,1,2), {1, 2, 1}, {2, 1, 1} এবং {2,2}. এখন কথা হলো এই সমস্যা কীভাবে 
সমাধান করব! খেয়াল কর, আমাদের ত্যারের প্রথম সংখ্যা হয় D হবে না হলে 2. যদি ! হয় বাকি 
অংশটুকু n — 1 সংখ্যার ক্ষেত্রে যতভাবে আ্যারে পাওয়া যায় ঠিক ততভাবে সাজানো সম্ভব। আবার 
2 হয় তাহলে n — 2 কে যতভাবে সাজানো যায় ততভাবে। ধরা যাক, n কে সাজানো যায় 
তাহলে way(n) = way(n — 1) + way(n — 2). এখন এখানে কিছু সমস্যা 

তুমি শুরুতে 1 বা 2 নিতে পারবে না। যেমন যখন ৷৷ = 0 তখন শুরুতে 

TL হলে শুরুতে 2 নিতে পারবে না। অর্থাৎ এই সুত্র কাজ করবে 
) = way(1) + way(0). way(1) বা way(0) এর মান কিন্তু 
তে পারব না। কারণ আমরা আগেই বলেছি এই সুত্র কাজ 
টি মান হাতে হাতে বের করব। way(1) মানে হলো ! কে 
একভাবে আর সেটি হলো: (1). অর্থাৎ way(1) = 1" 
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,MWWwspdfiegatzcómi4i4 লাগাতে পারে 
এখন আসা যাক, way(0) এর যাবে না সুতরাং 0 হওয়া উচিত। বিস্তু /0) - 
তোমরা ভাবতে পার (যোগফল 0 তাহলে কি খুব একটা ভুল হবে? আচ্ছা যদি ae 
[ধা আৰ eget ভাই না কারণ (2) এবং (r PS 


৬১৯৯৮ আমরা জানি, way(2) = way(1) + way(0) এখন জট ই = 
_ 9 এর জন্য উত্তর। আর | ut আমরা 
লালা শত 
৷ = 2 এর জন্য বি সাজা, 

১৯১০৯ = 1 বা (1). এখন তুমি যদি সামনে iui তাহলে কিনতু বাকি অর 

ব না, অর্থাৎ কিছু না নিতে পারা হলো একভাবে নেওয়া!!! অর্থাৎ way(0) = " 
নিতে "রানেই বলে এসেছি (যখন আমরা রিকার্সিভ ফাংশন শিখেছি) যখন আমাদের : 
কাজ করবে না সেটাকে বলা হয় base কেইস। আর way(n) = way(n — 1) way ~) 

রিকারেন্স (recurrence). 
কে এখন p এটাকে কোড Efi প্রায় সব DP ১ সমস্যার কোড দুইভাবে করা যায়। ইটা; 

i রিকার্সিভ উপায়ে (Recursively). ইটারেটিভ উপায়ে 

উপায়ে (Iteratively) এবং সমাধান _ 
করলে কোড দেখতে কিছুটা কোড ৭.১ এর মতো হবে আর রিকার্সিভ উপায়ে করলে কোড ৭২ 


এর মতো হবে। 


কোড ৭.১: Fiblterative.cpp 


১ way[0] = way[1] = 1; 


$ forli = 2; i <= n; i++) 
৩ way[i] = way[i = 1] + wayli — 2]; 


কোড 4.3: fibRecursive.cpp 


t way(int n) 


if(n == 0 || n == 1) return 1; 


D return way(n — 1) 4 way (n — 2); 
Et. wr. 


q কিন্তুরিকার্সিভ সমাধা টি এনা? একটি বোঝানো 
E. চাইছি way(50) তাহলে আমাদের i iai 
(d, 48). আবার way(49) বের করতে way(48) এবং way(47) কল হবে। অর্থাৎ way(48) 
ইতোমধ্যেই দুবার কল করা হয়ে গেছে। চিত্র ৭.১ দেখলে বুঝবে একেকটি way(i) বহুবার 
p pine যেমন 50 হতে 45 সর্বমোট 8 ভাবে যাওয়া যায় এর মানে way(45) মোট 5 বার 
e যেহেতু কোনো একটি i এর জন্য way(i) বহুবার কল হয় তাই সর্বমোট রানটাইমও 
dne বেশি। ১ এ থেকে বাঁচার উপায় হলো মেমোয়াইজেশন (memoization), এই পদ্ধতিতে 
করে হবে তা হলো, কোনো একটি i এর জন্য way (i) বের করতে বললে আগে দেখতে হবে 

আগেই এই মান বের করা হয়েছে কিনা। যদি হয় তাহলে আগের মানই রিটার্ন করতে হবে। না হলে 
পরো মান আমরা বের করব। এটি করার জন্য আমরা একটি যারে নিব। সেই আযারেকে আমরা 
শুরুতেই _1 দিয়ে ইনিশিয়ালাইজেশন (initialization) করে ফেলব। এর পর যখন আমাদের 
payli) এর জন্য কল আসবে তখন আমরা যারে এর তম উপাদান দেখব যে সেখানে -1 আছে 
কিনা। যদি না থাকে, তাহলে সেই মান রিটার্ন করব। অন্যথায়, আমরা %,//() এর মান বের করব 
এবং সেই মান আযারেতে রেখে দিব পরবর্তীতে ব্যবহার করার জন্য। এই কোডটি ৭.৩ তে দেওয়া 


: fibD 
Ee t, 


এ বার, 45 হয় 5 বার। 1, 1,2, 3,5. .. পরিচিত লাগে? 


e ূ —1 ও উত্তর হতে পারে। 
সমস্যায় না, কিন্তু অনেক সময় : 

আমাদের এই করা যাবে না। হয়তো তোমার ফাহশনের রিটার্ন এর মান Um | 
দিয়ে ; তুমি 0 তল LLL ado ১৭৭৯৪ ইন শী 
ৰ | Ms 
পারবে এরকম অবস্থা হলে তোমরা আরেকটি আ্যারে ww: উঃ নাম 0" 
খানে 0 ও 1 ব্যবহার করে আমরা কোণ " vi আগেই বের করে ("1 
এবং এ দেখতে পারি। সুতরাং এক্ষেত্রে আমাদের এ visited এর আ্যারেকে T 
করতে হবে। আর এই মানের জন্য ফাংশন কল করা হয়েছে বুঝাতে সেম 
। এর থেকে ভালো উপায় হলো একটি যারে mark এবং একটি ত্যারিয়েবল ৷৷৷ 

1 so প্রতিবার নতুনভাবে DP কল করার আগে mar ker এর মান এক বাড়াবে এবং দেখবে 
mark এ marker এর সমান মান আছে কিনা ৷ এর উপর ভিত্তি করে তুমি আগের মান pn 
নাহয় নতুন করে মান বের করবে। আশা করি এটি বুঝে যে প্রতিবার DP কল করার আগে মা 
প্রতিবার ফাংশন কল করার আগে না, প্রতি টেস্ট কেইসে আর কী। হয়তো তোমার Dp ফাংশন 
এর উপর নির্ভর করে যেটা ইনপুটে দেওয়া আছে। তাহলে আমাদের আগের পদ্ধতিতেতো 


_] রাখতে হতো বা visited কে 0 করতে হতো। সেটি না করে marker এর মান এক বাড়িঃ 


দিলেই হয়ে যাবে। 

আর আশা করি বোঝা যাচ্ছে কেন এই সাবসেকশনের নাম ফিবোনাচি! কারণ আমাদের ৷৷ 
হলো আসলে ফিবোনাচি সংখ্যা ৷ যদিও রিকারেন্স দেখেই বোঝা যাচ্ছে, তোমরা নিশ্চিত হতেচাইনে 
কিছু way এর মান বের করে দেখতে পারো। 


৭.২ কয়েন চেঞ্জ (Coin Change) 


এই ধরনের সমস্যার মূল জিনিস হলো, তোমার কাছে কিছু কয়েন আছে ধর 1 টাকা, 2 টাকা, 
টাকার। তোমাকে একটা পরিমাণ বলা হবে ধরা যাক 50 টাকা। প্রশ্ন হলো তুমি তোমার কাছে থাকা 
কয়েনগুলো ব্যবহার করে এই টাকা বানাতে পারবে কিনা? পারলে কতভাবে পারবে? আবার যেই 
করেনগুলো দেওয়া আছে সেগুলো কখনো কখনো বলা থাকে যে সেগুলো একবারের বেশি ব্যবহার 
করতে পারবে না। কখনও কখনও বলা থাকে যে যত খুশি ব্যবহার করতে পারবে আবার SU 
কখনো একটা সীমা বলা থাকে। এই ধরনের সমস্যাগুলোকে আমরা কয়েন চেঞ্জ (coin chante 
DP বলে থাকি। চল কিছু কয়েন চেঞ্জ DP এর ভ্যারিয়েশন (variation) দেখা যাক। 


যাক possible [i] হলো i পরিয্ ন tego site eer i পারি তাহলে 
টানে 0. আমাদের বের করতে হবে possible[n]. তুমি স্বাভাবিকভাবে চিন্তা কর তুমি বদি 
«n gem যে॥ বানানো ঠা কনা কীভাবে চিন্তা করলে ভালো হত? যেটাকরা 
তা হলো, n — ০০/)11 ST n — coin|2] বা... n — coin [Kk] এর কোনো একটি যদি বানানো 
স্তর হয় তাহলেই n বানানো সম্ভব না হলে না। অর্থাৎ আমরা বড় একটি মানের জন্য উত্তর বের 
করতে ছোট মানের সমাধান ব্যবহার করছি। এটিই DP! সুতরাং 1. m প্রতিটি মানে গিয়ে তুমি k 


15 এর জন্য করব, সেটা 15 এর জন্য করার আগে 1 হতে 14 এর জন্য করে আসতে হবে। যখন 
] হতে 14 পৰ্যন্ত করা শেষ হবে তখন তুমি 1 হতে 14 প্রতিটি মান এর জন্য বলতে পারবে যে সেই 
মান বানানো সম্ভব কিনা। এখন 1 হতে 14 এর উত্তর জানলে আমরা 15 এর জন্য উত্তর দিয়ে দিতে 
পারি। আমরা 15 বানানোর জন্য সব শেষে 4 বা? বা 10 ব্যবহার করব। যদি 10 ব্যবহার করি 
তাহলে বাকি থাকে 5 আর 5 কি বানানো সম্ভব? না। ঠিক আছে, এবার 7 দিয়ে চেষ্টা করা যাক। 
15-7 = ৪কি বানানো সম্ভব? হ্যাঁ সম্ভব (4+4). এর মানে 15 ও বানানো সম্ভব । অর্থাৎ আমরা 
একটি i এর লুপ চালাবো 1 হতে n পর্যন্ত। এর ভেতরে আরেকটি লুপ থাকবে কোন কয়েন ব্যবহার 
করব তার জন্য, ধরা যাক এটি ) এর লুপ (1/:)। এবার এই কয়েনের (০০1[7) জন্য দেখবো যে 
i _ coin [7] বানানো সম্ভব কিনা। যদি সম্ভব হয় তাহলে ; ও বানানো সম্ভব । আর যদি কোনো 
কয়েনের জন্যই বানানো সম্ভব না হয় তাহলে? বানানো সম্ভব না। কোড ৭.৪ এ দেওয়া হলো। 
এর টাইম কমপ্রেক্সিটি হলো O (nik). একটা জিনিস কোডে খেয়াল করলে দেখবে যে এর base 
কেইস হলো॥ = 0 এবং আমরা বলেছি যে এটি বানানো সম্ভব। কেন? প্রথমত যদি আমরা কোনো 
কয়েন ব্যবহার না করি তাহলেই 0 বানানো সম্ভব। দ্বিতীয়ত 0 যদি সম্ভব হয় তাহলে দেখো উপরের 
৷ উদাহরণে 4 এ গিয়ে আমরা চেষ্টা করব যে 4 _ 4 = 0 বানানো সম্ভব কিনা। যদি 0 বানানো সম্ভব 
না হতো তাহলে আমরা বলতাম যে 4 বানানো সম্ভব না। কিন্তু আমরা তো জানি 4 বানানো সন্ভব। 


তোমার সুত্র কোন মানের জনা 
ahis কারে উর base বৈছিল Um EE NON আল কিক রে 
এভাবেই তুমি base কেইস আর তার মান বের করতে পারবে। 


৭.২.২ Variant 2 


তোমাদের কিছু কয়েন দেওয়া আছে এবং প্রতিটি কয়েন তুমি যত বার খুশি ব্যবহার কাট 
পারবে। বলতে হবে ৷৷ পরিমাণ তোমরা কতভাবে বানাতে পারবে। এখানে কয়েনের ক্রমে যায 
আসে। অর্থাৎ 1 + 3 আর 3 +1 কে আমরা আলাদা বিবেচনা করব। তাহলে তোমাকে যদি আর 
2 টাকার কয়েন দেয়া হয় তাহলে তুমি 4 টাকা মোট 5 ভাবে বানাতে পারবে: 1 41 +14] 
1 3 ] 4 2, ] + 2 + ], 2 + ] + 1 এবং 27 2. ৷ 

ধরা যাক way[n] হলো কতভাবে n বানানো যায়। এখন? বানানোর জন্য তুমি প্রথমে গে 
ব্যবহার করতে পার বা coin[2] বা প্রদত্ত k টা কয়েনের যেকোনোটি। যদি coin[1] ব্যবহার ক্র 
তাহলে বাকি থাকে ৷৷ — coin[1] পরিমাণ যা তুমি way[n — coint[1]] ভাবে বানাতে পারবে 
অর্থাৎ আগের মতোই কিছুটা! আমরা n তৈরি করার জন্য প্রতিটি কয়েন দিয়ে শুরু করব। এর গর 
দেখব বাকি টুকু কতভাবে বানানো যায়। এই সবগুলো যোগ করলেই তুমি n কতভাবে বানাতে 
পারবে তা বের করে ফেলতে পারবে। উদাহরণ দেয়া যাক। মনে কর তোমার কাছে কয়েন আছে 
2 আর 3. আমরা জানি 1 বানানো যায় না; 2, 3, 4(2 + 2) একভাবে বানানো যায়। প্রশ্ন হলো; 
কতভাবে বানানো যায়ঃ আমরা চাইলে 2 দিয়ে শুরু করতে পারি, তাহলে বাকি থাকে 3 আর আমরা 
জানি 3 একভাবে বানানো যায়। কিন্তু যদি আমরা 3 দিয়ে শুরু করতাম তাহলে বাকি থাকত 3 আর 
আমরা জানি 2 একভাবেই বানানো যায়। তাহলে মোট 2 ভাবে আমরা 5 বানাতে পারি (2 * 33 
+ 2)। আর আগের মতই 0 কতভাবে বানাতে পারি? এই জিনিসটা একটু চিন্তা করলে বুঝবে এ 
আমরা 1 ভাবে 0 বানাতে পারি। কোড ৭.৫ এ দেওয়া হলো। এখানে তোমার টাইম কমপ্রেকিট 
দাঁড়াবে O (nk). 
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variant 1 এর সমস্যায় বলা হত 
তা পারবে না তাহলে? যে প্রতিটি কয়েন তুমি একবারের নেলি 
খেয়াল কর আগের পদ্ধতিতে আমরা যা করেছি তাহলো প্রতিটি ॥ এ গিয়ে আমরা সন করেন 
নিয়ে চেষ্টা করেছি। ধর 10 এ গিয়ে 2 নিয়ে চেষ্টা করেছি আবার ৪ এ গিয়েও। সুতরাং 
বানানোর জন্য 2 কে একাধিক বার ব্যবহার করছিলাম যেটা এখন করা যাবে না! এর মানে আমরা 
এখন n বানানোর জন্য যদি ৷ তম কয়েন ব্যবহার করতে চাই আমাদের দেখতে হবে, n — eminii] 


(parameter). সুতরাং আমাদের 21) আযারে লাগবে এই সমস্যা সমাধান করতে। এই সমাধানে 
আমাদের টাইম ও মেমোরী উভয় কমপ্লেক্সিটিই O (nk). 

আমরা চাইলে মেমোরী কমপ্লেক্সিটি কমিয়ে O (n) করতে পারি। এজন্য খেয়াল কর, আমরা 
প্রথম টি কয়েন ব্যবহার করে কোন কোন পরিমাণ বানাতে পারি সেটি জানার জন্য শুধু আমাদের 
জানতে হয় প্রথম? _ 1 টি কয়েন ব্যবহার করে কোন কোন পরিমাণ বানানো যায়। সুতরাং প্রতিবার 
আমাদের শুধু দুটি সারি (row) লাগে। প্রথম থেকে কয়টি কয়েন ব্যবহার করা হচ্ছে সেটি সারি 
আর কোন পরিমাণ বানাতে হবে সেটিকে কলাম (column) হিসেবে বিবেচনা করে দেখ। তাহলে 
বুঝবে যে 09[}][. . .] বানাতে আমাদের শুধু dp[j — 1][...] জানলেই হয়। আরও মজার ব্যাপার 
হলো এই আপডেটের সময় যদি তুমি পরিমাণের উর্ধ্বক্রমে না গিয়ে নিয়ক্রমেও যাও তাহলে কিন্ত 
দুটি সারি এর দরকার হয় না, একটি হলেই হয়ে যায়। প্রথমত আমরা যখন j তম কয়েনের জন্য i 
এ এসেছি তখন ৫9[/] এ j — 1 পর্যন্ত কয়েনের জন্য উত্তর লিখা আছে। সুতরাং আমাদের আগের 
ip j — 111] আসলে এখন dpi) তে লিখা । এখন কথা হলো 41) — 111) _ coim] কোথায় 

Zi E: করলে সমস্যা কই? সমস্যা হল, আমরা যদি i 
| জন্য i এ আসার আগে আমরা i — ০০41] 
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gr grt) 
ঠাক 
for ar 4*1! 1 <= Di i++) { 
for 


til || 
k japlic- D ^i p. 
Tt se coinid] && del] — 11 15554513011 { 


dpij)i4] * 2! 


= Í; 


= 


ap [0] [0] 


৩ ৬ T OER ৩০3 ০" 


১ 
// O(n) memory. 


dp[0] = 1; | 
Por (int E 15,9 em ken dt) { 
use ds 1——) ( 


for (int i - n; 
if (i2 coin[j] && dp[i — coin[jl1) ( 


dp[i] = 1; 


4.3.8 Variant 4 


বুঝতেই পারছ আমরা variant 3 এর জন্য জানতে চাইব কতভাবে বানানো সম্ভব! আমরা 
variant 1 কে পরিবর্তন করে variant 2 যেভাবে সমাধান করেছিলাম, variant 3 কে একইভাবে 
পরিবর্তন করে variant 4 সমাধান করা সম্ভব। 


৭.২,৫ Variant 5 


এখন মনে Shea. প্তকরেন দির 
_ ৬ / "লা aei T 
E উপায় হলো প্রতিটি vay [n][i] এ যাওয়া এবং 


M | 


আমরা; তম কয়েন কত Wwipdfagateem যাক 

| gf সংখ্যকবার ব্যবহার করে (আর বাকিটুকু । - 1 কয়েন দিযে) ॥ ৬ I তাহলে ; তম 
- ০91 tli — 1). অর্থাৎ আমরা প্রতি way [nfi এ গিয়ে / এর একটি ঢ় 

| পারি এর মান কত। কিন্তু এতে লুপ চালিয়ে 


grace কদানোদ জন্য আমরা কি করতে পারি? 
ৰ আমরা variant 2 এ প্রতি সংখ্যায় গিয়েছি 
প্রথমত দেখো, | ` এবং এর পর 
Gf অর্থাৎ 1 এ গিয়ে বিভিন্ন কয়েন, 2 এ গিয়ে বিভিন্ন কয়েন, 3 এ গিয়ে বিভিন্ন 

এটা করা যাবে না এবার। কারণ ধর 10 এ গিয়ে তুমি ০710] ব বিভিন্ন aii as 
এসে ০০710 + 1] আবার 30 এ এসে coin[C], অর্থাৎ 0.04 1,০আর 0,0০4] ৮৮ 


কয়েন ব্যবহার 


তাহলে variant 1 আর variant 5 এর মাঝে পার্থক্য কোথায়? পার্থক্য হলো; এর লুপ আগে 
নাকি) এর লুপ আগে। এর উপর নির্ভর করছে তুমি 1 + 2 + 1 আর 1 + 1 + 2 কে একই ধরছ 
নাকি আলাদা ধরছ। আমাদের টাইম কমপ্রেক্সিটি হলো O (n) আর মেমোরী কমপ্লেক্সিটি 0(%). 


৭.৩ ট্রাভেলিং সেলসম্যান সমস্যা (Travelling Salesman 
Problem) 


৷ মনে কর তুমি একদিন রাজশাহী বেড়াতে গেলে। সেখানে তোমার n জন বন্ধুর বাড়ি। তুমি 
একে একে তাদের সবার বাড়ি যেতে চাও। তাদের সবার বাড়ির দূরত্ব তুমি জানো। তুমি প্রথমে 
দিয়ে তোমার সবচেয়ে ভালো বন্ধু ! এর বাসায় যাবে, এর পর একে একে সবার বাসা ঘুরে আবারও 


মোট কত দূরতৃ অতিক্ৰম করে তুমি সবার বাসা ঘুরতে 
Wi E 1১৮1 esman Problem). আমরা 


1 $ « b N — Ux 


mm N "Ils «due নাচ 
pS গা নিলন্ত CN | 


সি পে লো মি লাদ কৱ শাল দে কেলে (12 3 T 
আছি। | লেটি wu একা RD, 
কোথায় আছ () এখন কোথা সেট আমরা DP এর সময় শ্টেটকে আযানের ma 
অনেকগু একটি সেটকে কীভাবে সংখ্যা আকারে লিখতে পারি? খেয়াল? 
ie কার কার বাসায় গিয়েছি তাদের ! আর কার কার p OR 
আমাদের মোট n 0দিয়ে লিখতে পারি। তাহলে n টি 0-- | দিয়ে আমরা কার কার বাসায় গিয়েছি 
যাওয়া হয়নি তাদের পারি। কিন্তু তুমি যদি আযরের মাত্রা বা ডাইমেনশন (dimension) নিট 
সেটি বানিয়ে ফেলতে পারি কটা সুখকর হবে না? এখানে একটি মজার চালাকি 


করা খুব এ 
চাও ভাহলে নি বে সংখ্যাকে বাইনারি ফর্মে ভাবতে পার। যেমন: তোমার যদি 12, ( ন 
রা থাকে তাহলে তোমার নম্বর হবে: 0000... 1011 = 7. এখন এই সা 


ংখ্যা 2" রকম হতে পারে। তাহলে আমাদের পুরো স্টেট কত বড়? ॥ x? এবং 
ও নামার p mr চেষ্টা করবে (n ভাবে)। সুতরাং আমাদের 
টাইম কমপ্রেক্সিটি হবে 9(7722”). কোড ৭.৭ এ দেওয়া হলো। 


কোড ৭.৭: tsp.cpp 
১ // Assuming that there are 20 friends 
$ int dp[1««20] [20] ; 
© // mask = friends I already visited / 
8 // at = last visited friend E. 
€ int DP(int mask, int at) 
৬ { 
4 // I used reference. It helps me not 
v // writing dp[mask] [at] again and again. 
৯ int& ret = dp [mask] [at] ; 
20 // Assume that we initialized dp with —1 
১১ | iE fret. 10.1) return ret; 


// mask | (1<<i 
009686017০7 i'th bit ip mask 


» ret = MIN(EtetT 
i DP (mask | 
(< 
: 77^ 9 + distat] [£1); 
a return ret; 
২৩ 


9 & [সিকোয়েন্স (Longest 


Increasing Subsequence) 


সংখ্যার একটি ধারা বা সিকোয়েন্স (sequence) আছে। এই সিকোয়েন্স থেকে কিছু 
সংখ্যা (হয়তো একটিও না) মুছে ফেলতে হবে যেন বাকি সংখ্যাগুলো উৰ্ধ্বক্ৰম (increasing 
order) এ থাকে। আমাদের লক্ষ্য হলো সবচেয়ে দীর্ঘ ক্রমবর্ধমান সাবসিকোয়েন্স (increasing 
subsequence) > বানানো ৷ আমরা যদি এটি DP এর মাধ্যমে সমাধান করতে চাই তাহলে ভাবতে 
হবে আমরা কোন ছোট সমস্যা সমাধান করতে পারি। ধরা যাক আমাদেরকে ॥ টি সংখ্যা দেওয়া 
আছে। এর LIS (Longest Increasing 54150081106) বের করতে হবে। আমরা যদি প্রথম 
n— 1 টির LIS জানি তাহলে কি কোনো লাভ আছে? চিন্তা করে দেখা যাক। আমরা 7তম সংখ্যা কে 
কার পেছনে বসাবঃ এমন একটি সংখ্যার পেছনে যা ॥তম সংখ্যার থেকে ছোট, ধরা যাক ali) (a 
হলো মূল সিকোয়েন্স এবং? < on). এখন এরকম তো অনেক a[i) আছে যেন ali) < aln) কিন্তু 
কোনটির পেছনে? যে সবচেয়ে ছোট তার পেছনে? না, কারণ: 1,2, 3,4 এদের মধ্যে কার পেছনে 
আমরা কে বসাতে চাইব? নিশ্চয় 1! না। আমরা 4 এর পেছনে বসাতে চাইব কারণ প্রথমত 5 এর 
থেকে 4 ছোট আর দ্বিতীয়ত এই 4 পর্যন্তই সবচেয়ে বড় LIS আছে। সুতরাং? তম সংখ্যাকে নিয়ে 
AA n টি সংখ্যার LIS হল, LI Si] + 1 এর মধ্যে সবচেয়ে বড় মান যেখানে a [i] < afn) ৷ এই 
পদ্ধতির টাইম কমপ্লেক্সিটি O(n?). আমরা খুব সহজেই সেগমেন্ট ট্রি (segment tree) ব্যবহার 
করে এটিকে O (n log n) করতে পারি। আমরা n এ এসে 1... afn] _ ! পর্যন্ত কুয়েরি (query) 
ক্রব আর শেষে afn) এ আপডেট করব। 


"a i 


তবে সাধারণত আমর (n log n) এ LIS বের করে থাকি। মনে করা যাক 
দর ইনপুটের আ্যারে হ একটি আযারে আছে তা ধরা যাক ১. প্রথমে ৮ 


[০৮ pe bsequence). এখানে 
মুহে ফেললে যা বাকি থাকে তাই সাবসিকোয়েন্স (১ ^j 


॥ ফাঁকা (এটি কেবলমাত্র প্রথম ৪১৯৯৫ ॥ এর ভেতরে সবচেয়ে ছোট এমন একটি সংখ্যা 

Eo ront সংখ্যার সমান বা বড় হয়। সেই সংখ্যার জায়গার 

বের 

আমাদের সংখ্যাকে বসিয়ে কিছুটা ইনসার্শন সর্ট (insertion sort) s 
খ্যাকে ঢুকিয়ে দেব। "dee 

শেষে আমাদের সং হলো এই নতুন ali) কিন্তু ইনসার্ট হবে না, বরং প্রতিস্থাপিত হবে। 


করতে পার তবে মূল ০ ছোট হয় তাহলে আমাদের 
যদি b তে থাকা সব সংখ্যা আমাদের বর্তমান সংখ্যা হতে 7 সংখ্যাকে) 


করব। কিছু উদাহরণ দেওয়া যাক। 
pé abl 10 হয় এবং b = 2,4,8,12,15 হয় তাহলে 10 কে বসাতে হবে 125 | 
কারণ এটি সবচেয়ে ছোট সংখ্যা যা 10 এর থেকে বড়। সুতরাং আমাদের b পরিবর্তন হয়ে দাঁড়াবে! 
9 4 8.10,15. এখন মনে করো afi] = 18. তাহলে কই বসাবে? উত্তর সহজ 15 এর গরে: 
অর্থাৎ হয়ে যাবে 2, 4, 8, 10, 15, 18. এখন যদি afi] = 1 হয় তাহলে b পরিবর্তন হয়ে দাঁড়া: 
1.4, 8, 10, 15, 18. এভাবে আমাদের b এর ত্যারে পরিবর্তন হতে থাকবে। প্রথম হতে শেষ সব 
a নিয়ে কাজ হয়ে গেলে b এর দৈর্ঘ্যই হবে আমাদের LIS এর দৈর্ঘ্য । কিন্তু এটা ভেবে বসোনা 
যে ৮ হবে 115. যেমন ৫ = 2,3,1 হলে সবশেষে b হবে 1,3. কিন্তু 1, 3 কিন্তু LIS না, তাহনে 
আমরা পুরো সিকোয়েন্স বের করতে চাইলে কী করতে হবে? খুব সহজ, যখন কোনো একটি 
সংখ্যা বসাবে তখন তার ঠিক আগের সংখ্যা কত তা লিখে রাখবে । আসলে সেই সংখ্যাটি না লিখে 
লিখতে হবে সেই সংখ্যা a তে যেখানে আছে সেই ইনডেক্স (index). অনেক সময় প্রবলেম ভেদে 


খেয়াল রাখতে হয় যে স্ট্রিক্টলি ইনক্রিজিং (strictly increasing) চেয়েছে নাকি নন-ডিক্রিজিং 


(non-decreasing) চেয়েছে। স্টিক্টলি ইনক্রিজিং হলো 1,5,6,7 এরকম আর নন-ডিক্রিজিং 


হলো 1, 2, 2,3, 3, 3, 4, 5, 5 এরকম। এক্ষেত্রেও সমাধানের মূল আইডিয়া একই থাকবে। 
এখন কথা হলো এই আালগরিদমের টাইম কমপ্নেক্সিটি কত? প্রথমত আমাদের n বার কাজ 
করতে হচ্ছে। যদি আমরা লুপ চালাই b এর আযারেতে তাহলে প্রতিবার n সময় লাগবে। কিন্তু আমরা 
যদি লুপ না চালিয়ে বাইনারি সার্চ করি তাহলেই কিন্তু আমরা এই কাজ O (log n) সময়ে করতে 
পারি। এবং এভাবে আমাদের রানটাইমহবে O(nlogn). এখন একটি প্রশ্ন করি, আমরা 
সর্টে তাহলে বাইনারি সার্চ চালিয়ে রানটাইম কমালাম না কেন? কারণ হলো, ইনসাৰ্শন সর্টে এ 
আমাদের শুধু সঠিক জায়গা খুঁজে বের করলেই চলবে না তাকে ইনসার্ট করতে হবে। প্রতিস্থাপন 
বা replace করতে কিন্তু 0 (1) কাজের প্রয়োজন হয় কিন্তু ইনসার্ট করতে worst কেইসে 00, 
রিমাণ কাজ করতে হতে পারে। আবার তোমরা যদি মনে কর লিঙ্কড লিস্ট ব্যবহার করে ইন 
(1) সময়ে করতে পার তাহলে সমস্যা Pres লিস্টে তুমি বাইনারি সারতে ন 


include <stdio.h> 


2 include <vector> 
| nclude «algorithm» 


৩ H 


à using namespace std; 


yector<int> V; 


int n, num; 


1 scanf ("%d", &n); 

১০ for (int i = 0; ] x< ny ie) { 

১১ scanf ("%d", &num); 

১২ // use upper.bound if you want 

১৩ // longest nomn-decreasing 

১৪ // subsequence. 
vectorcint»::iterator iV = 

১৬ lower.bound(V.begin(), V.end(), num); 

১৭ if (V.end() == iV) V.push.back (num); 

১৮ else V[iV — V.begin()] = num; 

» —j 

30 printf ("Lis = $dW", V.size()); 

২১ 


আমরা মনে হয় আগে কোথাও upper bound আর lower bound নিয়ে দেখি 
নাই। এই সুযোগে এদের নিয়ে কথা বলা যাক। এই দুটিই বাইনারি সার্চের মতো। মনে 


কর V একটি সর্টেড ভেক্টর (vector) বা সেট (set) তাহলে আমরা লিখতে পারি 
যদি একটি সর্টেড আযারে হয় 


lower bound(V.begin(), V.end(), x) — V.begin() বা V 
তাহলে lower bound(V, V + n,z) — V যেখানে + হলো আমরা যা খুঁজছি। এই দুটি মান 


দেয়) দেৱ আমরা যা খুঁজছি তার ইনডেক্স। এখন কথা হলো lower bound চরে 
১০941) এর মাঝে পার্থক্য কী? প্রথমত upper bound হলো এ এর থেকে বড় ০০৫ 
ডেক্স। যেমন 2,4,4,6 আর % = 5 তাহলে upper oun 
হলগেক্স ine (তাহলে আমাদের 1 এর ইনডেক্স দিত 


dijaga toMa ইটারেউর (iterato 
পয়েন্টার (pointer) আম a ১1৬৮০, বা V.begin() বিয়োগ করতে হবে d | 


V.end(). 


৭.৫ দীর্ঘতম সাধারণ সাবসিকোয়েন্স (Longest Common 


Subsequence) 


দুটি স্ট্রিং S এবং T দেওয়া থাকবে, আমাদের এমন একটি স্ট্রিং বের করতে হবে যা $ এবং 
7 উভয়েরই সাবসিকোয়েন্স হয় এবং দীর্ঘতম হয়। এই সমস্যার ক্ষেত্রে আমাদের স্টেট হবে: যদি 
আমাদের S এবং T সম্পূর্ণভাবে না দিয়ে 5 এর প্রথম s সংখ্যক এবং ?' এর প্রথম / সংখ্যক 
ক্যারেক্টার দেওয়া হয় তাহলে Longest Common Subsequence (LCS) কত? যদি 991 
71 হয় (1 ইনডেক্সিং ধরে) তাহলে কিন্তু আমাদের উত্তর হলো S এর প্রথম $-- 1 এবং? এর 
৷ _ 1 এর যত উত্তর তার থেকে এক বেশি। আর যদি 915] 7 ? হয় তাহলে S এর প্রথম 
s— | ও T এর প্রথম t ক্যারেক্টারের ক্ষেত্রে উত্তর আর S এর প্রথম $৪ ও T এর ৷ _ 1 ক্যারেক্টারের 
ক্ষেত্রে উত্তরের মধ্যে যেটি বড় সেটি। এখন যদি আমাদের শুধু উত্তরের দৈর্ঘ্য নয় সেরকম একটি 
es প্রিন্ট করতে বলে তাহলে আমরা প্রথমে DP টেবিল অর্থাৎ উত্তরের ছক বানিয়ে নেৰ৷ এর 
পর দুটি স্ট্রিংয়েরই শেষ থেকে আসতে হবে। যদি শেষ ক্যারেক্টার দুটি একই হয় তাহলে আমরা 
সেটি নেবই। আর না হলে আমরা DP টেবিল থেকে দেখব যে কোন স্ট্রিং থেকে শেষ ক্যারেক্টার বাদ 
দেওয়া উচিত। খেয়াল করে দেখ, এভাবে করলে সমস্যা হলো আমরা স্ট্রিংটি উল্টো দিক থেকে 
তৈরি করছি। যেহেতু আমাদের স্ট্রিংকে সামনের দিক থেকে প্রিন্ট করতে হবে সেহেতু হয় আমাদের 
কোনো একটি PRCA ক্যারেক্টারগুলো নিয়ে পরে উল্টো করে বা reverse করে প্রিন্ট করতে হবে 
অথবা এই পুরো কাজটি রিকার্সিভ উপায়ে করতে হবে। আরেকটি বুদ্ধি হলো আমরা যদি সামনের 
IS "কে DP না করে পেছন থেকে DP করি তাহলে আর স্ট্রিং উল্টো করার ঝামেলা থাকেনা 

শি টি দিয়েই আমরা পুরো স্ট্রিং প্রিন্ট করে ফেলতে পারি। খেয়াল কর, 

য় স্ট্রিং প্রিন্ট > করার পদ্ধতি বললাম, একেক সমস্যার ক্ষেত্রে একেক 


চেইন Pria, (Matrix ^ Chain 


Multiplication) | 


দুটি সংখ্যা আমরা চাইলেই গুণ করতে পারি। ম্যাট, 
আমরা A(p x এ) এবং B(r x ৪) মাত্রা বিস্তু দুটি কস কিন্তু চাইলেই গুণ 
যায় না। বা ডাইমেনশন (dimension) 

ণকরতে পারব যদি ৫ = r হয়। অর্থাৎ A এর কলাম এর দুটি 
ss গু সংখ্যা যদি B এর সারিসংখ্যার 

তাহলেই আমরা A x B করতে পারব (B x A আর K 
প্রমান হয় A x কিন্তু ম্যাট্রিক্সের ক্ষেত্রে আলাদা 

খন মনে কর আমাদের অনেকগুলো ম্যাট্রিক্স পর পর আছে: 

কথা)। এ যদি দের আছে: 41,-42,...4%. এদের পর 
পর গুণ করা যাবে যদি এদের ডাইমেনশন এরকম হয়: A; (p) > 72), A2(p2 X pa), Aa(ps x 
p). AnD X Dn41)- দুটি ম্যাট্রিক্স A(p x q) এবং B(q x r) গুণ করার মূল্য বা cost হলো 
7১৫৯1" কেন? কারণ মা J 'q এই দুটি ম্যাট্রিক্স গুণ কর তে চাইলে তিনটি লুপ 7, এবং পর্যন্ত 
চালাতে হবে। এখন একটি জিনিস খেয়াল কর A, X (42১43) এর মূল্য আর (4; x 42)% 43 এর 

| 
কিন্তু আলাদা হতে পারে+। একটা উদাহরণ দেখা যাক। মনে কর 4; = 2 ১3, 4; = 3 5 
এবং 43 = 5x4. তাহলে 441 x (A2 x A3) এর মূল্য হবে 3x 5x 4--2x 3x4 = 60424 = 84 
আর (A x A3) x Aa এর মুল্য হবে 2% 3x 54-2x5x4 = 30 -- 40 - 70. যদি n টি ম্যাট্রিক্স 
থাকে তাহলে তাদের অনেকভাবে গুণ করা যায় (আরও নির্দিষ্টভাবে বললে এটি কাটালান সংখ্যা 
(catalan number) এর সমান) 1 সুতরাং এর বড় মান, ধরা যাক 100, এর জন্য তুমি সবভাবে 
চেষ্টা করতে পারবে না। কারণ তাতে অনেক সময় লেগে যাবে। তাহলে উপায় কী? প্রথমত খেয়াল 
কর তুমি কিন্তু লাফ দিয়ে 4; এর সঙ্গে As এর গুণ দিতে পারবে না। তোমাকে সবসময় পরপর 
গুণ করতে হবে। অপটিমাল গুণ কেমন হবে তুমি একটু কল্পনা কর। তুমি পাশাপাশি দুটি দুটি করে 
গুণ করছ যতক্ষণ না তোমার কাছে একটি ম্যান্রিক্স বাকি থাকে। তুমি শেষ গুণটা খেয়াল কর। শেষ 
গুণের সময় ম্যাট্রিক্স দুটি হবে কিছুটা এরকম: (Ai x Ao x... Ai) X (Aaa X : - An). অর্থাৎ 
গুরুর দিকের কিছু ম্যাট্রিক্স একত্রে "কোনভাবে" গুণ হবে, শেষের দিকের বাকি ম্যাট্রিক কোনভাবে 
গুণ হবে এবং এরা দুইজন আবার গুণ হবে। এদের দুজনের গুণের খরচ কিন্তু তুমি জানো কারণ 
তোমার প্রথম গুণফলের ম্যাট্রিক্সের ডাইমেনশন হবে pi X Di m bare hos 
ento মৈনশন হবে pii X pnr: সুতরাং এদের VEINS ipi zian BMN S 
3 এই দুটি অংশের মূল্য. এটিই কিন্তু DP. আম কটি রিকার্সিভ ফাংশন 


75. পৰ্যন্ত গুণ 
না অর গুণ করার মূল্য যোগ করবে। এভাবে প্রতি 
লা বের করতে হবে। এই সব মূল্যের — 
দির c Brem ier প্রশ্ন হলো base কেইস কী? 

ৰ ame fi Ai হতে A, ত যেভাবেই গুণ কর না দেল = 


৷ "m 5- 
EF P 


ewwwpdfjagat eon এমনিই করে 
চিন্তা করতে পার। এক, তুমি তাহলে nave বেগতে পে 


চালাচ্ছিনা তাই তোমরা ভাবতে পার এ | 
চালাব করলেই দেখতে পারবে যে এটা আসলেই O (n^). আর হ্যাঁ আশা করি€ i 
কথা ভূলোনি। মেমোয়াইজেশন না করলে কিন্তু তোমাদের আযালগরিদম আর O(n) হবেনা 
এটি হয়ে যায় ব্যাকট্র্যাকিং (backtracking). অর্থাৎ অন্যভাবে বলা যায় ব্যাকট্য্যাকিংয়ে 


তাই এভাবে করলে হবে না। মূল ধারনা হলো ছোট থেকে আসা। তুমি যদি ছোটটির উত্তর জানো 
তাহলেই বড়টির উত্তর বের করতে পারবে। এখানে ছোট বা বড় কিসের সাপেক্ষে? দৈৰ্ঘ্য৷ এজন্যই 
আমরা আগে দৈর্ঘ্যের লুপ চালিয়েছি। 


৭.৭ অপটিমাল বাইনারি সার্চ ট্রি (Optimal Binary Search 


Tree) | 


"— A কী জিনিস তা তো তোমাদের ইতোমধ্যেই বলেছি। এটি এমন একটি ত 


যদি আমাদের CTTW AARC a) | 

ধাই হোক, এর ব্যালেন্সড বাইনারি সার্চ (balanced টানা সমান (৪৭৩14798801) হয় 
তাহলে আমাদের লোসমসভাব্য না হয? দি wmm হলা থাল tree) বানাতে হবে। 
agi এখানে কিন্তু হাফম্যান ট্রি (huffman tree) এর টেলি dii) সম্ভাবনা 
$$ অবশ্যই সর্টেড আকারে থাকতে হবে ট্রি তে | এখন মনে খাটবে না কারণ আমাদের 
qe পর্যন্ত আর i তম সংখ্যা কুয়েরি হওয়ার = ST n টি সংখ্যা 
আছে! হতে 7 | ea ১০ ৭ সম্ভাবনা pi. তাহলে কোনো একটি ট্রির 
মোট মূল্য বা প্রত্যাশিত মূল্য হবে কোন সংখ্যার কয়ে রি হওয়ার সম্ভাবনা আর সেই সংখ্যার ট্রিতে 
গভীৱতার গুণফলসমূহের যোগফল। আসলে তুমি যদি অন্য আলগরিদমের 
দেখ তাহলে দেখবে যে অপটিমাল বাইনারি সার্চ ট্রি (optimal binary search tree) সমস্যা 
এটি না। ওটি আরেকটু জটিল তবে মূল ধারনা একই এবং সমাধানের ধরনও একই। যাই হোক 
এখন তুমি চিন্তা কর এই n টি সংখ্যাকে নিয়ে কীভাবে ট্রি বানাবে? অবশ্যই যদি একটি নোড 
বাকি থাকে তাহলে তাকে নিয়ে ট্রি বানানোর খরচ 0. কিন্তু যদি একাধিক থাকে তাহলে? তাহলে 
যেসব সংখ্যা বাকি আছে তাদের একটি হবে রুট। ধরা যাক ; হতে j পর্যন্ত সংখ্যা বাকি আছে 
আর আমরা k কে রুট হিসেবে নির্বাচন করলাম যেখানে i < ॥ < 9. তাহলে এ জন্য আমাদের 
মূল্য কত হবে? প্রথমত k এর জন্য মূল্য 0. বাকি [i,k — 1] যাবে বামে আর [k + 1,5] যাবে 
ডানে। এই configuration এ মূল্য হবে dpi, k — 1] + dpfk + 1, j] + (p; +p; +... ৯ 
matet- pi). কারণ প্রথম দুটি হলো রুট এর দুই পাশের ট্রি অপটিমালভাবে বানানোর 
মূল্য আর বাকিটুকু হলো এত সম্ভাব্যতায় আমাদের নিচে নামতে হতে পারে বা এত সন্ভাব্যতায় 
আমাদের আরও 1 মূল্য দিতে হতে পারে। এই সমাধান আমাদের ম্যান্রিক্স চেইন মাল্টিপ্রিকেশন 
(matrix chain multiplication) এর মতো। এর টাইম কমপ্নেক্সিটিও যে O (n?) তা নিয়ে 
কোনোসন্দেহ নেই ৷ তবে খুব ছোট একটি অপটিমাইজেশন করে আমরা একে O (n?) করে ফেলতে 
পারি। প্রথমেই বলে নেই এই রকম অপটিমাইজেশন কিন্তু সব প্রবলেমের ক্ষেত্রে খাটবে না। কিছু 
বিশেষ বৈশিষ্ট্য থাকলেই কেবল হবে। তবে সেই বিশেষ বৈশিষ্ট্যটি কী সেটি আমি নিজেও ভালো 
মতো বুঝি না। শুধু জানি অন্তত এই সমস্যায় এই অপটিমাইজেশন কাজ করবে। অপটিমাইজেশন 
ime মনে কর (i, j| এর জন্য অপটিমাল k হলো Pri, j]. পন 

//-1] < Pi, j] < P[i--1, j]. অর্থাৎ তুমি যখন [i, j] তে আসবে খাও টিপ 
Pii j—1] হতে P[i+1, j] চালাবে। এই কাজ করলেই আমাদের রানটাইম O(n”) এ 
‘ন আসবে। বে ন,কীভাবে- এসবের উত্তর আমি নিজেও খুব ভালো মতো জানি না ৷ সুতরাং 
ছু তারা ইন পটিমাইজেশন এর একটি নাম আছে 
ইন্টারনেটে ঘেটেঘুটে জেনে নিও। এই অ 
1898 ৰ ion), ইচ্ছা আছে এই অপটিমাইজেশন 

জেশন (knuth optimization). 


- বি Er 
^ m 
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পধ্যায় ৮ 
গ্রাফ 


| নক ছোট ও সহজ হয়। সুতরাং আমরা এই অধ্যায়ে যেসব কোড দেখাব তাবেহর বলে কোড 

ঢা! ব্যবহার করা। কৌডগুলো বুঝতে STL খুব ভালোভাবে বুঝতে হবে তা না। তুমি শুধু মাথায় 
_ৰেখযে আমরা কী কোড করছি আর কোন লাইনে কী করতে চাওয়া হচ্ছে তাহলেই তোমরা STL 
B দেখতে দেখছে 
থাকে অনেক দিন। 


৮.১ ব্রেডথ ফাস্ট সার্চ (Breadth First Search - BFS) 


এটি একটি গ্রাফে ঘুরে বেড়ানোর বা ট্রাভার্স (traverse) করার একটি টেকনিক। মনে কর 
থাফের s নোড হতে তুমি ঘোরা শুরু করবে। তুমি যা করতে পারো তা হলো, শুরুর নোডের থেকে 
যেখানে যেখানে যাওয়া যায় সেখানে সেখানে যাবে, এর পর তাদের থেকে নতুন নতুন যেখানে 
যাওয়াযায় সেখানে যাবে এভাবে যত জায়গায় যাওয়া সম্ভব সবখানে যাবে। যেখানে একবার গিয়েছ 
স্থানে তো আবার যাওয়ার কোনো মানে নেই, তাই কোনো বাহু (edge) দিয়ে অন্য প্রান্তে যাওয়ার 
য় দেখবে যে- অন্য প্রাপ্ততে ইতোমধ্যেই গিয়েছ কিনা আর যদি গিয়ে থাকো তাহলে নি 


; à আমাদের এই 
tex) থা? V টি এবং বাহু থাকে E টি তাহলে 
এ কারণ তোমরা পরত নোডে একবারের পপ 
ET করবে। এর ৰ 
দুবা' অন্য মাথায় যাওয়ার চেষ্টা 


pinclude<vector? 


ginclude<queue> 
using namespace std; 
,push-back (b) ; for an edge from a to b 


0] ; 
// 0 if not visited, এ if visiteg 


// adj [31 
vectorcint^ adj [10 
int visited[100]; 


// s is the starting vertex 
// n is the number of vertices O ea 


void bfs(int 8, int n) 


n- 1) 


০ ৩ 7০ ( 2৯ ৩০ ও /৮ ৬৮ 


for(int i = 0; i < n; i++) vis [৯] 
১৪ queuecint» Q; 


১৫ Q.push(s8) 7 
visited[s] = 1; 


while(!Q.empty () ) 
১৯ { 

২০ int u = Q.front() ; 
Q.pop () ; 


for(i = 
" i = 0; i < adj [u] .size(); i++) 
(visited[adj (u] [i]] == 0) 


{ 


int v = adj [u] [3]; 
visited[v] = 1; 


এ 

L 1৮১ দেখো। মনে কর আমরা 6 থেকে আমাদের ধর 

রা একটি কিউ (queue) তে 6 কে ঢুকাব (লাইন 10 
6)। এবার আমরা কিউ যতক্ষণ না ফাঁকা হয় (লাইন 


_ ১৭৮ 


একে একে নোড SwWwwWrpdffagat.cam, 

Pb (adjacency list) দেখবো (লাইন 20 v. ৬১, ৯5৫ 
adjacency matr) ও ব্যবহার করতে পারো, তবে সেক্ষেত্রে তোমার টাইম 
My E) থাকবে না oC ) হযে যাবে। যাই হোক, 6 এর নট 
si আর তা এখনও visited হয় নাই। তাই আমরা 4 কে visited করে ড় 
LSTA পুশ (push) করে দেব (লাইন 28) আবার কিউ থেকে একটি Puane 
তে: লিস্টে আছে ১, 3আর 6. 5 আর 3 যেহেতু এ 
£ ত পুশ হবে আর 6 যেহেতু ইতোমধ্যেই visited হয়ে গেছে তাই 
ৰ থেকে উঠবে 5. এখানে একটি জিনিস বলে রাখা প্রয়োজন আর তা হলো ত্যাডজাসেনি' 
র নোডগুলো কি অর্ডার (order) বা ক্রমে আছে তার উ 
এ আমাদের তার উপর ভিত্তি করে কিন্তু কিউ 

কে উঠবে সেটা ভিন্ন হতে পারে। যাই হোক, 5 এর আ্যাডজাসেন্ট (adjacent) বা প্রতিবেশী 
(১০) হল 1, 2 আর 4. 1 আর 2 কিউতে পুশ হবে আর যেহেতু 4 ইতোমধ্যেই visited 
হয়ে গেছে তাই আর কিছু করা লাগবে না। এবার কিউ থেকে উঠবে 3 যার আ্যাডজাসেন্ট 2 ও 4, কিন্ত 
দুজনই visited হয়ে গেছে তাই নতুন করে কিউতে আর কেউ ঢুকবে না। এভাবে একে একে ! আর 


যেতে পারে তার একটি উদাহরণ দিলাম মাত্র। কিছু পরে আরও বিস্তারিতভাবে জানতে পারবে এর 
সাহায্যে আর কী কী করা সম্ভব। 


opt ৭ First Search - DFS) 


" শুরুর নোড ১ এ 
emi এই পতিতে ঘা করা হয়ে আগে — 


য়ার চেষ্টা করবে। খেয়াল কর, এছমকজনিনিউ(উিভ্ী গিকাৰ্সিভ (recursive) | 
ওটি নোডে আছ, তোমার কাজ কাজ হলো এর কোনো একটি বাহু দিয়ে বের হওয়া। যদি দিছে ছু 
সেখানে আগেই এন হলো। একটি জিনিস বলে রাখি চাইলে OFS ফাংলদ বল কা ন 
পারো বে পন কল করার মূল্য (cost) অনেক বেশ নি না 


অনেক 
অনেক সময় দেখ নত) সেক্ষেত্রে আগে থেকে যাচাই করে সস ni 
কাজ। | 


কোড ৮.২: dfs.cpp 


&includecvector» 
using namespace std; 


vectorcint» adj [100]; 
int vis[100]; 


// call it by dfs(s) 
// before calling, make vis[] all zero. 

void dfs(int at) 
১০ { 
১১ if(vis[at]) return; // if previously visited. 
vis[at] = 1; 


for(int i = 0; i < vis[at].size(); i++) 
dfs (vis [at] [i]) ; 


Aale কিন্তু O(V + E) কিন্তু এর একটি সমস্যা 
কল হতে ak সুতরাং আমাদের কম্পাইলারেরর ডিফল্ট 
| Lal লে এই কোডে স্ট্যাক ওভারফ্লো (stack ove 


rflow) 
হ্য় 


MWw.pdfjagat. Com check v. then we | 


৩৬ // will come back to u 
৩৭ g.push (v) ; 
out. So v will be po 
36 // pped before " | 
break; | 


আগের চিত্র ৮.১ এ কীভাবে DFS করা যায় তা বলি। আমরা এখানে লাইন 
এর লাইন বোবাচ্ছি। মনে কর DFS করা শুরু করেছ থেকে। প্রথমে আমরা দেখিতে কোড চ. 
(লাইন 11)। যেহেতু না তাই আমরা একে visited করে দেই (লাইন 12). M 
লিস্টের ভেতর দিয়ে যাই। মনে করি এর আাডজাসেন্সি লিস্ট হলো 2,1 ও 4 ; 
করি। যেহেতু এটি এখনও visited হয় নাই তাই একে visited করে ati * প্রথমে 2 q DFS 
(5, 1,3) দেখি। 5 এ গিয়ে দেখবো যে এটি ইতোমধ্যেই visited হয়ে গেছে তাই নি 
Ee 1 আর এটি এখনও visited হয় নাই। একে তে 
লা : s দেখবো। দুজনই ইতোমধ্যেই visited হয়ে গেছে তাই vec 
DFS করা শেষ RPR বের হয়ে যাব। আমরা 1 এর আযাডজাসেন্সি লিস্টের EM 
রা শেষ করেছি তাই আমরা ফেরত যাব। কোথায় ফেরত যাব? যেখাস থেকো? এর 


দেখবো। 5 আর 1 এর জন্য কিন্তু ইতোমধ্যেই DFS কল করে ফেলেছি। তাই এবার আমরা? এর 


জন্য কল করব। এ 
“৯৮২ উর পম সনে visited হয়েছে কিনা সেটা DFS «qs 
i রার আগেই অর্থাৎ লাইন 15 এর আগে যাচাই করতে পারতাম। 


৮৩ DFS ও BFS এর কিছু সমস্যা 


"ut একই ধরনের আযালগরিদম। এর মূল কাজ হলো গ্রাফ ট্রাভার্স কর 
যা কেব সমাধান করা যঃ 


ধারণ সমস্যাগুলো বেশির ভাগ সময় 965 বা DFS দি 
[করবে তা আসলে তোমার উপর নির্ভর করবে। যাই হে: 


১৮২ 


কম্পোনেন্ট (Compomgipugagattbom 


J ৮.৩. ১ 


নেই। কিন্তু এখনও আমাদের 7 visited হয় নাই। সুতরাং? এর জন্য | 
করব। তাহলে আমাদের সব নোড visited হয়ে যাবে। মোট দুবার রো DFS 
grs বা DFS কে কল করতে ত হয়েছে। সুতরাং এখানে আমাদের কম্পোনেন্ট আছে 2টি) শাদের 


৮.৩.২ দুটি নোডের দূরত্ব 


মনে কর একটি গ্রাফ আর দুটি নোড দিয়ে বলা হলো যে তাদের দূরত্‌ বের কর। 
নিয় কয়টি বাহু পার করে যেতে হয় সেটি বোঝানো হচ্ছে এখানে। কীভাবে কব, বলে 
BFS দিয়ে খুব সহজেই সমাধান করা যায়। খেয়াল করে দেখ, BFS এর ক্ষেত্রে কিন্তু শুরুর নোড 
থেকে যেই পথে অন্য একটি নোডে যাওয়া হয় তা কিন্তু সবচেয়ে সংক্ষিপ্ত পথ বা শর্টেস্ট পাথ 
(shortest path) | সুতরাং যখন আমরা কোনো নোড থেকে আরেকটি নতুন নোডে যাব তখন 
আমরা বলতে পারি নতুন নোডের দূরত্ব যেখান থেকে আসা হচ্ছে তার থেকে এক বেশি। সুতরাং 
আমাদের যে দুটি নোড দেওয়া আছে তাদের একটি থেকে BFS শুরু করলে আমরা অন্য নোডে 
যাওয়ার দূরত্ব পেয়ে যাব। 

খেয়াল কর আমরা কিন্তু এই সমস্যা DFS দিয়ে সমাধান করতে পারব না। কারণ DFS দিয়ে 
"RP শর্টেস্ট পাথ (shortest path) এ যাওয়া হয় «ti মনে কর A, B ও C তিনটি নোড। 
“গা থেকে অন্য দুটি নোডে যাওয়া যায়। এখন 4 হতে DFS শুরু করলে ধরা যাক আমরা 
"A B তে যাব এর পর C তে যাব। খেয়াল কর, A থেকে C তে এক ধাপে যাওয়া গেলেও 
“গা DFS করে গেলে দুই ধাপে যাচ্ছি। 
এখন যদি আমাদের এই দুটি নোডের মধ্যে শর্টেস্ট পাথটিও প্রিন্ট করতে বলে? পাথ প্রিন্টিং 
th printing) টেক [ক মোটামুটি সব ক্ষেত্রেই একই রকম। তুমি কোনো নোডে যাওয়ার সময় 

এসেছ। যেমন BFS এর ক্ষেত্রে তুমি কোনো নতুন নোডে আসার 


A 
? n 


P F না ডে কোথায় থেকে এসেছ এভাবে কি সন 
এটিই তোমার পাথ। যদিও জিনিসটি খুব একটি কঠিন না 
1 যার শাটেস্ট পাথকে প্রিন্ট করে দেখালাম | 


// no path f "Ww Bdfjagat.com 


return; 
vectorcint^ path; 
path. push-back (t) ; 
int now = ti 
while (now != s) { 


now = p[now]; 


path.push.back (now) ; 


) 


// In vector path, the entire path is in 


+ 5 ক SSE SE 


// reverse order. 

// So we can run a loop from path.size() = 1 to 0. 
// Or use reverse(path.begin(), path.end()) 

// to reverse the entire vector; 


৮.৩.৩ তিনটি গ্লাস ও পানি 


খুব প্রচলিত একটি ধাঁধাঁ হলো, তোমাকে 3 ও 5 লিটারের দুটি ফাঁকা গ্রাস আর 8 লিটারের 
একটি পানি ভর্তি গ্লাস দেওয়া থাকলে তুমি 4 লিটার পানি আলাদা করতে পারবে কিনা। যদি শুধু 
প্রশ্ন হয় পারবে কিনা তাহলে DFS করেই করতে পারবে। আর যদি চায় সবচেয়ে কম কতবার 
ঢালাঢালি করে? তাহলে তোমাকে BFS করতে হবে। এটা তো বললাম যে এটা BFS দিয়ে সমাধান 
ব্রা যাবে কিন্তু এখানে নোডই বা কই আর বাহুই বা কই? আসলে BFS করতে যে ভাটেজ বা 
বহু লাগবে এই ধারণা ঠিক না। আমাদের যা জানতে হবে তা হলো আমরা কোথায় আছি আর 


সস sited রাখতে পারি আর কিউতে 
E E «pis (স্ট্রাকচার এর কিউ)। আর 
এ পারবে এবং সেই অপারেশনের 


SP ! প্রথম গ্লাস হতে দ্বিতীয় গ্রাসে 


দিয়েও প্রকাশ করতে পার: প্রথম পরিমাণ পেয়ে যাবে। এই অপটিমাইজেশনের ফা s 
বাদ দিলে তুমি তৃতীয় পাত্রের ঢ় কোনো একটি শ্টেট কী visited হয়েছে কিনা a তায় 


জন্য যেই visited এর SA 


রই রাখতে পারো এতে করে (A id 
১৯২৯ visited রাখার সময় প্রথম দুটি সংখ্যা ব্যবহার করব যাতে আমাদের মেমোরী কঃ 
লাগে। এই চালাকি প্রায়ই কাজে লাগে। যাতে বেশি গাণিতিক অপারেশনের দরকার না হয় সে 
আমরা কিউতে সব জিনিসই রেখে দেব fas visited বা মেমোয়াইজেশন (memoization) ও; 


জন্য যাতে কম জায়গা লাগে সেজন্য আমরা ছোট ৮৪৭ ম্যাট্রিক্স ব্যবহার করব। 


৮.৩.৪ UVa 10653 


তোমাকে একটি গ্রিড দেওয়া থাকবে। সেই সঙ্গে তোমার শুরুর জায়গা আর শেষ গন্তব্য দেওয়া 
থাকবে। তোমাকে সবচেয়ে কম কত সময়ে গন্তব্যে পৌঁছানো যায় তা বলতে হবে। এটি খুব ভালো 
মতোই বুঝা যাচ্ছে যে গ্রিডের একেকটি ঘর হলো একেকটি নোড। তোমরা যারা প্রথম প্রথম 
প্রোগ্রামিং করছ তারা হয়তো প্রতি ঘরকে 1, 2,... RC এভাবে নম্বর দিবে কিন্তু এর থেকে সুবিধা 
হবে তুমি যদি নোডকে (r, c) ভাবে প্রকাশ কর। আর কোড ৮.৫ এর মতো দুটি ম্যাট্রিক্স রাখ। 


কোড ৮.৫: cellbfs.cpp 
3 int dr[] = (—1, 0, 1, 0); 
R int ác[] = (0, 1, 0, —ih 
৩ 


x 


EPburn r >= 0 && r < R && c »-0 && ০ < Ci 
1so may be check if (r, c) is empty. 
also check if the cell is visited. 


ab সং ঘরে যেতে পারবে সেসব হলো (r + drli], e+ adi) 
চালাও) আর এই নতুন ঘরটি আদৌ valid কিনা তা জানার হে 
"করে দেখ। এভাবে অনেক সহজে গ্রিড এ BFS এর 


১৮৬ 


৩.৫ UVa 10651 www.pdfjagat.com 
৮. * 


BFS বা DFS যেকোনোটি দিয়েই সমা 
pum থাকবে অর্থাৎ কোন কোন গেইম খান করতে পারবে। কারণ এখানে 
কয়টি pee পে তারে configuration এ যাও সর্বনিয় 
। এই সমস্যার তাবে প্রকাশ করবে? য়া যাবে সেটিই মূল 


peeble আছে কিনা চি ই হয় তাই 12টি 0_ | দিবে মার রা পির 
bi আমরা স্টেট 
aser ROTE ( itmask) অর্থাৎ 12 টি বিট ব্যবহার করে স্টেট বানালে নাতে | এজন্য 


sace visited রাখতে পারি। 21? আকারের একটি 


৮.৩.৬ 0 ও 1 মূল্য (cost) এর গ্রাফ 


ধরা যাক তোমাকে একটি ওয়েইটেড গ্রাফ (weighted graph) দেওয়া হলো যার 
মূল্য (edge cost) হয় 0 না হয় 1. এক্ষেত্রে এক নোড থেকে আরেক নোডে যাওয়ার শর্ট 
পাথ বের করার একটি সহজ উপায় হলো BFS এর মতো কাজ করা। তুমি যখনই 0 দিয়ে 
চাইবে তখন কিউ এর শুরুতে ইনসার্ট (insert) করবে, আর 1 দিয়ে যেতে চাইলে কিউ এর শেৱে 
আর নেওয়ার সময় সবসময় সামনে থেকে নেবে। আসলে দুই দিকে ইনসার্ট করতে পারলে সেটা 
আর কিউ থাকে না, এর আরেক নাম হলো ডিকিউ (deque). STL এ deque বলে বিল্ট-ইন 
ডেটা স্ট্রাকচার আছে। যাই হোক এই সমাধানের সময় ডিকিউয়ের দৈৰ্ঘ্য প্রায় 2, এর সমান হয়ে 
যেতে পারে। তোমাদের একটি dist এর ত্যারে নিয়ে তাতে দূরত্ব রাখতে হবে এবং তখনই তুমি 
ডিকিউয়ে ইনসার্ট করবে যখন তোমার এখনকার মূল্য, dist আযারেতে থাকা মূল্যের থেকে কম হয়। 
আর আগেই বলেছি যদি তুমি 0 মুল্যের বাহু ব্যবহার করে আসো তাহলে তো ডিকিউয়ের সামনে 
রাখবে আর যদি 1 মূল্যের বাহু হয় তাহলে পেছনে। 


৮৪ সিঙ্গল সোর্স শর্টেস্ট পাথ (Single Source Shortest 


মস্যা হলো, কোনো একটি ওয়েইটেড গ্রাফে এক নোড থেকে আরেক নোডে 
i t সমস । সাধারণত আমরা দুই ধরনের শর্টেস্ট পাথ সমস্যা দেখে 
test path) এবং অল পেয়ার E 
h). সিঙ্গ শর্টেন্ট পাথ সমস্যায় আমরা এক নোড 
এ শালা রের করে থাকি আর অল পেয়ার শর্টেস্ট পাথ সমস্যায় 
urce Single Destination Shortest Pa 


কারণ হলো, Single DestinaWww.pdfjagaticom সমাধান করার জন্য 
কোনো আযালগরিদম নেই। খেয়াল কর আমি কিন্তু "সহজতর" বলেছি। আমি এখানে > ইউ 
শর্টেন্ট পাথের আআলগরিদমের সঙ্গে তুলনা করছি। অর্থাৎ, আমরা সিঙ্গল সোর্স | 
জন্য যেসব আলগরিদম দেখব, Single Destination এর জন্য তার Cel Tu 
ইফিসিয়েন্ট (efficient) আআলগরিদম আসলে আমার জানা নেই। তবে হ্যাঁ, হয়তো রক 
অপটিমাইজেশন করতে পারবে কিন্তু আসলে worst কেইসে একই টাইম কমপ্েৰি খুবই সাহা; 
কথা এখন বুঝতে না পারলেও সমস্যা নেই, নিচের আলগরিদম গুলো বুঝে এসে এ বে। এমী 
পড়লে আশা করি বুঝতে পারবে আমি কোন অপটিমাইজেশনের কথা বলছি, বা এই কথা 
Single Destination এর ভ্যারিয়েশনে আমরা সিঙ্গল সোর্স শর্টেস্ট পাথের কেন বলছি 
ব্যবহার করব। গিরি 
সিঙ্গল সোর্স শর্টেস্ট পাথের জন্য দুটি আলগরিদম খুব বেশি ব্যবহার করা হয় 
ডায়াকস্ট্রা'র আলগরিদম (Dijkstra's Algorithm) ? আর আরেকটি হলো ৷ একটি হ্‌ 
আলগরিদম (Bellman Ford Algorithm). বেলম্যান 


৮.৪.১ ডায়াকস্ট্রা'র আলগরিদম (Dijkstra's Algorithm) 


সাধারণত এই আ্যালগরিদম ব্যবহার করা হয় যদি সব বাহুর V 
(non-negative) হয়। একে বিভিন্নভাবে ইমপ্রিমেন্ট (implement) মূল্য 
কমপ্রেক্সিটি পাওয়া সম্ভব। আমরা O (n?) দিয়ে শুরু করি। করলে বিভিন্ন টাই! 


: প্রথমে একটি n দৈর্ঘ্যের আযারে নেই, ধরা যাক এর নাম dist (distance এর সং 
রূপ) এবং এর প্রতিটি উপাদানকে অসীম (infinity) মূল্য দেই। অনেকে অসীম হিসেবে 
খুব বড় সংখ্যা যেমন 1000000000 ব্যবহার করে থাকে । অনেক সময় কেউ কেউ _ 
কে ব্যবহার করে থাকতে পারে। তুমি যাই ব্যবহার কর না কেন তোমার বাকি কোডটি ই 
অনুসারে লিখলেই হবে। | | 


c যেহেতু আমরা সিঙ্গল সোর্স শর্টেস্ট পাথ সমস্যা সমাধান করছি, সুতরাং আমাদের কাছে 
fx সোর্স (source) বা যেখানে থেকে আমাদের যাত্রা শুরু সেই নোড আছে৷ 
5 1 তাহলে আমরা উপরের এর মানে 

E daa আযারেতে s এর অবস্থানে 0 বসাব। 


নর আ্যারে নেই যার নাম ধরা যাক visited এবং এর প্রতিটি স্থান ! 


পটি বানু 
খন আমাদের এই ধা |pfjágaticam এ 
" y visited এ 0 আছে, তাদের মধ্য থেকে যেই ই ধাপে আমরা দেখব কোন কোন 


নোডে 
dist আযারে সবচেয়ে কম মূল্যের নোডকে নির্বাচন করি যাওয়ার দূরত্ব সবচেয়ে কম 
» এখন visited আ্যারেতে u এর অবস্থানে 1 বসিয়ে দেই। এবার 
য় কোথায় যাওয়া যায়? ধরা যাক, ॥ থেকে ৷) তে যাও আমরা দেখব ॥ থেকে 
হলো ০. আমরা দেখব কোনটি ছোট 9/9/[8] নাকি disha 
ছে তে এখন পর্যন্ত যেই কম খরচে যাওয়ার রান্তা বের ce অর্থাৎ আমরা দেখতে 
যদি প্রথমে ৷৷ তে এসে এর পর u = v বাহু ব্যবহার করে যাই 
dist[u] +e কম হয় তাহলে dist [v] কে এই মান দিয়ে আ 
আমরা একে একে ॥ এর সঙ্গে লাগানো সব বাহু নিয়ে নিয়ে এ 
: পি এভাবে 
করব।২ এভাবে যতক্ষণ না আমাদের সব নোড visited হয়ে IPS ME M 
সবাই 1 হওয়া পর্যন্ত) ততক্ষণ আমরা এই পদ্ধতি চালাতে থাকব। 


এখন তুমি dist আযারেতে s থেকে সব নোডের সর্বনিয় দূরত্ব পেয়ে যাবে। 


এখানে আমাদের চতুর্থ ধাপ কিন্তু চলবে n সংখ্যকবার। প্রতিবার আমরা সব নোড পর্যবেক্ষণ 
করে বের করছি আমাদের ওই ধাপের u কে হবে। সুতরাং আমরা n বার n সমান কাজ করছি: 
O(n’). এর পরে প্রতি ৷ এর জন্য আমরা এর সঙ্গে লাগানো বাহুগুলো যাচাই করছি, এর মানে হলো 
প্রতিটি বাহু আসলে খুব জোর 2 বার যাচাই হবে। সুতরাং আমাদের কমপ্রেক্সিটি হবে O (n? + m) 
বা0(%:), কারণ m. < 7১%. তা না হওয়া মানে হলো আমাদের গ্রাফে মাল্টিএজ (multi-edge) 
আছে, আর মাল্টিএজ থাকলে আমাদের সবচেয়ে কম খরচের বাহু রেখে দিলেই হয়, সব সমান্তরাল 
_বাপ্যারালাল (parallel) বাহু না রাখলেও DTA | 
এখন আমরা এই কমপ্রেক্সিটিকে চাইলেই TATA O(m log m) করতে পারি। খেয়াল করে 
দেখ আমরা একটি ধাপে লুপ চালিয়ে কোন unvisited নোডে যাওয়ার খরচ সবচেয়ে কম তা বের 
| ৷ তা না করে আমরা চাইলে STL এর প্রায়োরিটি কিউ (priority queue) ব্যবহার 
করতে পারি। এজন্য যা করতে হবে তা হলো, একটি স্ট্রাকচারের প্রায়োরিটি কিউ বানাতে হবে। 


চি ক্ষ হা 
একাধকব m আকারের হীপ (heap) বা 


দিয়ে যাওয়া যায় 


aus (undirected) যাই হোক না কেশ এ 


মনোযোগ আনীত যে আমাদের আরও অ 
"- যোগ দিয়ে পড় উবার বার পুশ না করে আগের পুশ করাই 
T Cos করতে পারতাম তাহলে কিন্তু কমগ্েক্সিটি কমে যেত সুতরাং তোমাদের যদি im 
wi" হারতে হয় বলে আমরা সহজে নিজে থেকে হীপ বানাই না। e 
অনেক : 

e STL এর সেট (set) সম্পর্কে জানো তারা হয়তো মনে করতে পার প্রাযোরিটি কিউবার 
না করে সেট ব্যবহার করলে তো কমগ্লেজিটি আরও কাড়ে রে! কারণ সেট এ চাইলে ডি 
(remove) করা যায়, সুতরাং আমরা আমাদের কমপ্লেক্সিটি EVE তে নামিয়ে ফেল 
পারি। কিন্তু সমস্যা হলো, সেটের আভ্যন্তরীণ আলগরিদম অনেক আরও পরিষ্কার ও 


ট্রি (red black tree). রেড ব্যাক ট্রি এর আভ্যন্তরীণ গঠন অনেক জটিল বিধায় এদের 


মোটামুটি সব অপারেশনের কমপ্রেক্সিটি 0(19977) হলেও সেটের "constant factor" 
মেম বনেক বেশি। সুতরাং বেশির ভাগ সময়েই দেখা যায়, প্রায়োরিটি কিউ, সেটের যে 
ডায়াকস্ট্রা'র আ্যালগরিদম এ ভালোভাবে কাজ করছে। তবে যদি কখনও তোমরা খুব ঘন সন্নিবিষ্ট 
(dense) গ্রাফের সম্মুখীন হও অর্থাৎ m = n? তাহলে প্রায়োরিটি কিউ না ব্যবহার করে সেট 
ব্যবহার করলে ভালো ফলাফল পাবে। 

এখন আশা করি নিজেরাই বুঝতে পারছ কেন এই আ্যালগরিদম খণাত্বক বাহুর মূল্য 
(negative edge cost) ক্ষেত্রে কাজ করবে না। খণাত্বক বাহুর মূল্য থাকলে বড় সমস্যা 
হলো এই আ্যালগরিদম অনুসারে গ্রাফে প্রসেসিং করতে থাকলে এক সময় দেখা যাবে visited 
নোডেরও মূল্য কমবে কিন্তু আমরা এই আযালগরিদমে visited নোডকে দুবার প্রসেসিং করি না। 
যদি আমরা বার বার প্রসেসিং করতাম আর গ্রাফে খণাত্বক চক্র বা সাইকেল (negative cycle) 
না থাকত তাহলে এই আযালগরিদমই খণাত্বক বাহুর মূল্যেও কাজ করত তবে সেক্ষেত্রে আমাদের 
কমপ্রেক্সিটি আসলে খুব একটা ভালো হবে না, আমি নিজেও নিশ্চিত না কমপ্রেক্সিটি কত হবে, মনে 
হয় এক্সপোনেনসিয়াল (exponential) এর মতো কিছু হবে। তবে এভাবে যে ঝণাত্মুক বাহুর 
মূল্যের গ্রাফে শর্টস্ট পাথ বের করা সম্ভব তা জেনে রাখা ভালো। যদি আমার দুর্বল স্মৃতিশি 


আ্যারে ব্যবহার করলাম না। যেহেতু গ্রাফের বাহুসমূহের মূল্য 
ed এর জ লাইন 36 আর লাইন 41 এর i দিয়ে করে ফেলেছি। একট ত 


at = -at; 
st = .cost; www.pdfjagat.com 
co «€ ; 


D 
^ 


oj operator« (Node A, Node B) ( 

po -— 

J/ Priority queue returns the Greatest value, 

// So we need to write the comparator in a way 
// so that cheapest value becomes greatest value 


return A.cost » B.cost; 


১৪ ) 
১৫ 

১৬ struct Edge { 

১৭ int V, W; 

১৮ )7 

১৯ 

২০ 55০৮০২৪৪০৪৮ adj [100]; // adjacency list of weighted edges. 
২১ priority queue<Node> PQ; 

২২ int dist [100]; 

২৩ int n; 
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২৫ void dijkstra (int s) 1 

২৬ for (int i- 1; i <= Dkk) 
২৭ dist[i] = 1000000000; 


২১. distís] = 0; 
= ush (Node (s, 0)); 


for (Edge www:püfjágat cor Í 


* if (dist [e.v] » u.cost * e.w) { 
A dist[e.v] = u.cost + e.w} 
8R po. push (Node (e.v, dist[e.v])); 


৮.৪.২ বেলম্যান ফোর্ড আলগরিদম (Bellman Ford Algorithm) 


এটিও সিঙ্গল সোর্স শর্টেস্ট পাথ বের করার একটি আালগরিদম এবং এটি 
আযলগরিদমের তুলনায় অনেক সহজ এবং খ৷ণাত্মক বাহুর মূল্যে এটি কাজ করে। তাহলে আমরা 
ডায়াকস্ট্রা'র আলগরিদম শিখলাম কেন? কারণ এর «exceso O(mn) যা ডায়াকস্ট্া'র 
আযালগরিদমের তুলনায় অনেক বেশি। যদি গ্রাফে খণাত্বক সাইকেলও থাকে তাহলে এই 
আযালগরিদম তা বুঝতে পারে। AMAT সাইকেল হলো গ্রাফের এমন একটি সাইকেল যেখানে বাহুর 
মূল্যের যোগফল খণাত্বুক হয়। অর্থাৎ তুমি একটি নোড থেকে শুরু করে বিভিন্ন বাহু হয়ে আবার 
শুরুর নোডে ফিরে আসবে আর দেখতে পাবে যে তোমার বাহুর মূল্যের যোগফল খাণাত্মক হয়ে গেছে। 
এটি কেন সমস্যার কারণ বুঝতে পারছ তো? কারণ হলো, AMAF সাইকেলে আছে এমন একটি 
নোডে তুমি যদি যেতে পারো তাহলে সেই নোডে পৌঁছানোর খরচ তুমি কিন্তু ধণাত্মক সাইকেল 
ব্যবহার করে কমাতেই থাকতে পার। সুতরাং ওই সব নোডের সর্বনিয় মূল্য আসলে অসংজ্ঞায়িত 
বা ধণাত্মক অসীম (negative infinity) বা এরকম অনেক কিছুই বলতে পার। অনেক সমস্যাই 
আছে যেখানে তোমাকে বলতে বলবে কোন কোন নোড এরকম খণাত্মক সাইকেলে আছে ৰা শুরুর 
নোড থেকে কোন কোন নোডে যাওয়া যায় যারা ঝণাত্মক সাইকেলে আছে। এসব ক্ষেত্রে আমরা 
বেলম্যান ফোর্ড আযালগরিদম ব্যবহার করতে পারি। খেয়াল কর, ANAE সাইকেলে থাকা মানেই 
শুরুর নোড থেকে খণাত্মক অসীম মুল্যে পৌঁছানো না! 
এই আযালগরিদমকে দুটি অংশে ভাগ করা যায়। 
_ প্রথম অংশে আমরা শর্টেস্ট পাথ বের করব। প্রথমত আমাদের একটি n দৈর্ঘ্যের disi এ 
চর পতে হবে যার সব উপাদান হবে অসীম কেবল সোর্স হবে 0. এখন আমাদের একটি কাজ’ 
গর করতে হবে। কাজটি হলো, সব বাহু একে একে নিতে হবে,ধরা যাক একটি বারে 
তার মূল্য হলো c (যদি গ্রাফটি বাইডিরেকশনাল (bidirectional) হয " 
[দাভাবে বিবেচনা করতে হবে)। এখন তোমাকে দেখতে হবে, ৷ 
সেঃ ৮ ন আপডেট করতে হবে। এই ধাপটি ৷৷ সংখ্যকবার আৱ 
য়ে যাবে। খেয়াল কর, আমরা বাইরের লুপ চালাচ্ছি সংখ্যক তোরা 
m 1ংখ্যকৰ সুতরাং আমাদের কমপ্লেক্সিটি হবে Oo (mn): 


১৯২ 


কটি ভালো আপি মা ই/৭/729991গিযার 
P pint (mincost iae. ১০২০৮: আমরাই কাকে লাগে বিশেষ কলে 
মি ১ | 
রর কন বাহুতে কোনো আপডেট ঘটেনি, তখনি ॥ এর aaa এর লুপের ভেতরের বার 
কোনো বাহুতে ৰ এর লুপকে brea করে ফেলব। কারণ 
অন্য কোনো লুপে আর কোনো আপডেট হবে না। আর আরেকটি কাজও 


বেলম্যান 
K ধা হলো কেউ যদি বেলম্যান ফোর্ড 
এত করে ফেলায় সেটি আর বাজে থাকবে দা বাজে কেইস বানায়, তুমি 
এখন দ্বিতীয় অংশে আসা যাক। দ্বিতীয় অংশে আমরা বের করব গ্রাফে খণাত্রক সাইকেল 
gn এটি করার জন্য যা করতে হবে তা হলো, আমাদের | br. 
আৱেকবার চালাতে হবে। যদি দেখ এই n + 1 তম বারে আবারও কোনো 
আগডেট করা যায় তাহলেই বুঝবে যে তোমার গ্রাফে খণাত্মক সাইকেল আছে। 
তোমাদের সুবিধার জন্য খুব সাধারণ একটি বেলম্যান ফোর্ড আযালগরিদমের কোড ৮.৭ এ 


দেওয়া হলো। 


কোড ৮.৭: bellmanford.cpp 


€ vector«Edge» E; // weighted edge list 
৬ int dist[100]; 
3 int n; 


৯ void beliman forá(int s) ( 
or (int i = 1; 4 <= n; itt) { 
45৮04] = 1 000000000; 


| gi আমি মিনকণ্ট মাকো nea vr vn 


e 
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৮.৫ অল পেয়ার শটেস্ট পাথ (All pair shortest path) 
বা ফ্লুয়েড ওয়ার্শাল আ্যালগরিদম (Floyd Warshall 


Algorithm) 


আমাদের ডায়াকস্ট্রা'র আলগরিদমের কমপ্নেক্সিটি ছিল O (m logn) এর মতো। আমরা যি 
সব নোড থেকেই ডায়াকস্ট্ৰী'র আ্যালগরিদম চালাতাম তাহলে অল পেয়ার S পাথ বের করতে 
সময় লাগত প্রায় O(nm log 7) এর মতো। যদি গ্রাফটি খুব একটা ঘন সন্নিবিষ্ট (m = 72) না 
হয় তাহলে n সংখ্যকবার ডায়াক্ট্রা'র আ্যালগরিদম চালানোই ভালো। সত্যি কথা বলতে যেখানে 
ফ্লয়েড ওয়ার্শাল আ্যালগৱিদম চালাতে হবে সেখানে বার বার ডায়াকস্ট্রা'র আযালগরিদম চালানেই 
হয়ে যাওয়ার কথা। তাহলে আমরা ফ্লয়েড ওয়ার্শাল আযালগরিদম শিখব কেন? এর একমাত্র কারণ 
হলো এর কোড খুবই ছোট ও সহজ। মাত্র পাঁচ লাইন আর সেই পাঁচ লাইনের মধ্যে তিনটি for 
লুপ। এটি মনে রাখাও খুব সহজ। প্রথমেই আমরা আালগরিদমটি দেখে নেই কোড ৮৮ এ. 


কোড ৮.৮: 9250.000 
for(k = 1; k <= n; k++) 
for(i = 1; i <= n; i++) 


১ 

২ 

৩ for(j = 1; ] এল ১) duuj 
8 

€ 


if (w[i] [j] > w[i] [k] + w [X] [31) 
w[i] [j] = w[i] [k] + w[k] [j]; 


j EE রাখতে হবে যে, প্রথমে k এর লুপ এর পর ৷ আর j. এখানে শেষ দুই লাইনে কী কর 
লোনা খনন ত, হচ্ছে যে, থেকে তে যাওয়ার মূল্য কী ॥ হয়ে যাওয়ার ফা 
8 HIR আমরা ভালো মূল্য দিয়ে আপডেট করে দেব। তোমরা যারা এ 


কী ০৮০৮ এইআ্যারের প্রাথমিক মান হবে অৰ ৰা 
কোনো বাহু থাকে তাহলে তার মূল্যকে ৷৷] |} এ 


Pa এর কমপ্পেক্সিটি moea) 

এরও একটি প্রশ্ন হলো, খণাত্বক বাহুর মূল্যে ফ্লয়েড ওয়ার্শাল b 

গাৰে শুধু তাই না, MEE কোন কোন নোড দিয়ে খণাতুক সাইকেন্সদম কী কাজ করবে? 
f তুমি শুরুতে সব willi] এ 0 নিবে। এর পর ফ্লয়েড ওয়ার্শাল তাও বের করা 
দেখষেকোনো একটি wii এ শাত্বক মান, তার মানে হলো ওই নোড দিয়ে চালানোর পর 


» ৬ ফোর্ড, ফ্লয়েড ওয়ার্শাল আযালগরিদম 


ডায়াক্্া'র আ্যালগরিদম কেন সঠিক এটা আসলে ব্যাখ্যা করার কিছু নেই। তুমি প্রতিবার 
সবচেয়ে কম মূল্যে যাওয়া যায় এমন ভারটেজকে visited করছ আর যেহেতু তোমার বাহুর মূল্য 
অধণাত্মক সেহেতু আগের visited কোনো নোডে আসলে আরও কম খরচে তুমি যেতে পারবে 
না। 

বেলম্যান ফোর্ড আযালগরিদমে ভেতরের লুপে কী করছি তা তো বোঝা যায়, যেটা বোঝা যায় না 
মেটা হলো কেন সেই কাজ n বার করলেই আমরা শর্টেস্ট পাথ পাব! খেয়াল কর, তুমি যদি ও হতে 
শটেন্ট পাথ বের করতে চাও সব জায়গার তাহলে প্রতিটি জায়গায় তুমি n এর থেকে কম বাহু দিয়ে 
পৌঁছাতে পারবে। এখন ভেতরের লুপ দিয়ে কিন্তু আমরা এই কাজটিই করছি। যদি মনে করে থাকো 
একবার চালালেই তো সব বের হয়ে যাওয়া উচিত। না, এখানে কিন্তু বাহুর ক্রমটি খুব গুৰুত্বপূৰ্ণ৷ 
যদি কেউ চায় তাহলে সে বাহুর ক্রম এমনভাবে দিতে পারে যে একবার লুপ ঘুরলেই সব জায়গার 
শটেন্ট পাথ বের হয়ে যাবে, আবার কেউ যদি চায় তাহলে n সংখ্যকবারই ঘোরাতে পারবে। ১ 

WO ওয়ার্শাল আালগরিদম কেন সঠিক এটা বোঝা একটু ঝামেলা। এর জন্য যেটা বুঝতে 
হব সেটা হলো k এর লুপটা বাইরে কেন২? এখানের k এর লুপকে বেলম্যান ফোর্ড আযলগরিদমের 

লুপের মতো ভাবলে হবে না। ভেতরের দুটি লুপ n সংখ্যকবার ঘুরানো এর উদ্দেশ্য না, এর 

SIMI হলো i হতে j তে যাওয়ার সময় যদি / দিয়ে যাওয়া হয় তাহলে সেটা ভালো হয় কিনা এটা 
পাঝা। আরও ভালো করে বলতে, যদি বাইরের লুপ / বার ঘুরে পাস £o 
Ad -k দিয়ে গেলে সবচেয়ে কম যত যাওয়া যায় তা ॥)11)1) ia 


amm L—i—jqmnbefSsi-k-j4i-J-F 


আমাদের শর্টেস্ট পাথ$81:291998-007 2 এবং - 41-- 3.2, 
আমাদের গ্রাফে fiio সমাধান কাজ করবে না। তাহলে এই 


৮.৭ আর্টিকূলেশন ভা্টেক্স (Articulation Vertex) বা 
আর্টিকুলেশন বাহু (Articulation edge) 


আনডিরেক্টেড গ্রাফ (undirected graph) এ যদি কোনো নোডকে 
শি (disconnected) হয়ে যায় তাহলে তাকে ৰ জা 
(articulation vertex) «cri একইভাবে যদি কোনো বাহুকে মুছে ফেললে থাফটি 
ডিসকানেক্ট্রেড হয়ে যায় তাহলে তাকে আর্টিকুলেশন বাহু (articulation edge) বা: À 
ব্রিজ (articulation bridge) বলে। কখনও কখনও এদের কাটনোড (cut node) বা কাটঞ্জ 
(cut edge) ও বলে । DFS ব্যবহার করে খুব সহজেই আর্টিকুলেশন ভাৰ্টেক্স বা বাহু বের করে 
ফেলা যায়। DFS এর একটি শক্তিশালী প্রয়োগ হলো এটি। এটা করার জন্য আমাদের কয়েক 
জিনিসের সঙ্গে পরিচিত হতে হবে: dfsStartTime, 00561071118 এবং low. আর্টিকুলেশন 
ভাটেক্স বা বাহু বের করতে এদের সবগুলোই যে দরকার তা নয়, কিন্তু এদের ব্যবহার করে আমরা | 
বেশ জটিল জটিল সমস্যা সমাধান করে ফেলতে পারি। বিশেষ করে ইনফরমেটিক্স অলিম্পিয়াডে 
এধরনের অনেক সমস্যা দেখা যায়। যতদূর মনে পরে 2006 সালের LO এ এরকম একটি সমস্যা 
ছিল। যাই হোক, dfsStartTime ও dfsEndTime খুবই সহজ জিনিস। তুমি dfsTime 
বলে একটি ভ্যারিয়েশন রাখবে যার প্রাথমিক মান হবে 0. এর পর তোমরা DFS করার সময় 
যখনই কোনো একটি নতুন unvisited নোডে আসবে তখনই dfsTime কে এক বাড়াবে আর 
dfsStartTime এ dfsTime এর বর্তমান সময় নোট করবে আর কোনো নোডের সব চাইন্ড 
(child) এর visit শেষ হয়ে গেলে dfsTime এর বর্তমান মান dfsEndTime এ মার্ক করে 
রাখবে। এটা তো গেল dfsStartTime আর dfsEndTime. low একটু জটিল জিনিস। 
আমরা তো জানি DFS পুরো গ্রাফে একটি ট্রি এর মতো করে আগায়। মানে কোনো নোডের যদি 
unvisited আ্যাডজাসেন্ট ভার্টেক্স থাকে তাহলে আমরা সেটা visit করি (নিচে নামি) আর যদি 
কোনো unvisited আযাডজাসেন্ট ভার্টেক্স না থাকে তাহলে ফেরত যাই (প্যারেন্ট (parent) এ 
ফেরত যাই)। যদি সেই নোড থেকে কোনো visited নোডে যাওয়া যায় তা অবশ্যই এর আ্যানসেন্টর 
(ancestor) হবে অর্থাৎ ওই নোড থেকে রুটের পাথের মধ্যেই থাকবে অথবা তার নিজের 
১9498/56) তে থাকবে। কেন? চলো চিন্তা করে দেখা যাক। মনে কর DFS করার সময় আমরা A 
ne IM a visited হওয়া একটি নোড B তে বাহু পেয়েছি। ধরা যাক উপরে en | 
এ লা! তাহলে B কী ধরনের নোড? এটি হবে A এর কোনো কোনে 
S তে A আছে সেটি বাদে অন্য যেসব সাবদ্রি আছে তাদের a 
লে? থেকে যখন B কে visit করা হয়েছে তখন সেখান ছি 
IS A আর B দুজনই C এর একই সাবদ্রিতে থাকার রঅংশ। 
ত পারি B হয় 4 এর আ্যানসেস্টর অথবা A এর সাবটি এ 


॥ নোড বা ৷৷ এর সাবট্ি১$1%118 at.com 


৷" হয় য়া যায় তার dfsStartTime, ue চেয়ে উপরে (রুটের কাছের) 
করার জনা যা করতে হলো. 
jwlu] বে করতে হবে। এর পর কে একেলা ইমন dfsStartri 
ন একে একে এর সব অআযাডজাসেন্ C tTime দিয়ে 
যাক ৷৷ হলো ॥ এর আডজাসেন্ট কোনো ভার্টেক্স। যদি ইতোমাধাুলোকে দেখতে 
U 


"T. এর সাবট্রি এর কেউ ধ্যই visi 
তাহলে হয় ৷৷ হবে ॥ ন কেউ বা প্যারেন্ট অথবা আযানসেন্টর। হাচি ও হযে 
qm প্যারেন্ট না হয় তাহলে তার dfsStartTime দিয়ে low[u] কে ৷ যদি আযানসেন্টর 
আপডেট করতে হবে। 


g মি যদি 
পারেন্ট হয় এবং তু বাহু বের 
PIU : করতে চাও তাহলে একটু সতর্ক হতে 


eara v নোডটি আগে থেকে visited না হয় তাহলে তার DFS রিকার্সিভ 
এবং10[৬] দিয়ে low[u] কে আপডেট করতে হবে। এখানে আপডেট করান M 
গানটি বের করা। এই low[] ভ্যালু কিন্তু কোনো একটি নোডের dfsStartTime আন 
TATE কম হবে ততই সেই নোড রুটের কাছাকাছি হবে। | S 
এখন আমাদের সব দরকারি মান বের করা হয়ে গেছে। এই মানগু 
ৰ ` লো দেখে আমরা বলতে 
E m. ভার্টেক্স আর কোনটা আর্টিকুলেশন বাহু। আর্টিকুলেশন বাহু বের করা 
vod বাহু নাও, মনে করা যাক u — v. যদি দেখো low[u] < low|v| তাহলে 
আর্টিকুলেশন বাহু। কারণ v এর সাবদ্রি হতে কোনো back edge নেইযা বা এর উপরের 


tTime ও low হবে 
E এর low কমে !) 


নকশা ৮.২: আর্টিকূলেশন নোড ও বাহু (Articulation node and edge) 


এর dfsStartTime অর্থাৎ 3 হয়ে যাবে। C তে ফিরে যাওয়ার পর আমরা C এর - 
low দিয়ে আপডেট করে 3 করে ফেলব। D বা 4 এর low এর কোনো আপডেট হৰে না, R 
নোডগুলোর dfsStartTime ও low হলো A(1, 1), B(2, 2), C(4,3), (3.3), চষে 
মি এ EN এ-0বাছটুলোটোৰোতোহলেবুযবেএরাআটিকুলেশনবাহ।কে ME 
এর ক্ষেত্ৰে dfsStart[A] < low[B] একইভাবে A — D এর ক্ষেত্রেও তবে, অন্য বা 
ক্ষেত্রে এই সূত্ৰ মানে না, যেমন C — D এর ক্ষেত্রে df sStart(D] = low|C]. এখন 
নোডগুলো বের করা যাক। 4 যেহেতু রুট আর এর একাধিক সাবট্রি আছে তাই এটি চোখ বন্ধক 
SETUP লোড! তোমৰা যদি, 770 বাছ দেখো তাহলে draStart[D] < খম 
তাই D একটি আর্টিকুলেশন নোড। অন্য কোনো বাহুর ক্ষেত্রে এই শৰ্ত সত্য না, তাই আর কোনে 


আর্টিকুলেশন নোডও নেই। 


৮.৮  অয়লার পাথ (Euler path) এবং অয়লার সাইকেল (euler 
cycle) 


আমরা প্রথমে শুধু আনডিরেন্টেড গ্রাফ নিয়ে ভাবব ৷ অয়লার পাথ (Euler? path) হলো কোনো 
একটি গ্রাফে যদি একটি ভাৰ্টেক্স থেকে যাত্রা শুরু করে, প্রতিটি বাহু ঠিক একবার করে ঘুরে কোনো 
একটি ভাটেক্সে যাত্রা শেষ করা যায় তাহলে তাকে অয়লার পাথ বলে। আর যদি শুক ও শেষে 
ভাটেক্স একই হয় তাহলে তাকে অয়লার সাইকেল (euler cycle) বা অয়লার সার্কিট (euler 


এ সত্য নয়)। আর যদি এই গ্রাফের শুধুমাত্র দুটি নোড বেজোড় 


১৯৮ : - 


হয় তাহলেও Smefocswwdfjagat«conm.. 

2) ওয়ালা তবে সেক্ষেত্রে 

"i, : কোলে একা নি বেলা লম এরকম হওয়ার কারণ হলো 

ওই দু ব্‌ নোড বাদে র ক্ষেত্ৰে আমরা কিন্তু একবার ঢুকলে বের হতে । শুরু 
গার , বাহগুলো জোড়ায় জোড়ায় থাকে বা বলতে পারি মাঝের সব ভার্টে ৰ ১ 
রাগ যদি সত ন কিনু যদি এট dba d গ্রী হবে 


দেই নো 


fien হবে তা কিন্তু প্ৰমাণ করিনি। সেটি প্রমাণ করাও কিন্তু খুব একটা কঠিন না। তোমরা 
আরোহ বা ইনডাকশন (induction) ব্যবহার করে খুব সহজেই প্রমাণ করতে পারবে 
এখন কোড করে কীভাবে আমরা অয়লার পাথ বা সাইকেল বের করতে পারব? এটিও 
a, DFS এর মতো তুমি কোনো একটি ভার্টেক্স থেকে যাত্রা শুরু কর। তবে এখানে আমাদের 
sica জন্য কোনো visited থাকবে না, থাকবে বাহুর জন্য | খেয়াল রেখো কোনো একটি বাহু 
কিন্তু দুই দিকের কোনো একদিক থেকেই visit করা যায়। এখন কোনো একটি ভার্টেক্সে আমরা 
দাঁড়িয়ে দেখব যে এর থেকে বের হওয়া কোন কোন বাহু এখনো visited হয়নি, যদি এমন কোনো 
বাহু বাকি থাকে তাহলে সেটি দিয়ে বের হয়ে যাব এবং আগের মতোই ঘুরতে থাকব। আর যদি 
দেখি এই ভার্টেক্সের সঙ্গে লাগানো সব বাহুই visited হয়ে গেছে তাহলে এই ভার্টেক্সকে প্রিন্ট করে 
দেব। খেয়াল কর এই পদ্ধতিতে কিন্তু একটি ভার্টেক্স কিন্তু অনেকবার visit হতে পারে। 
এবার দেখা যাক ডিরেক্টেড গ্রাফ (directed graph) এ কীভাবে আমরা অয়লার পাথ বা 
সাইকেল বের করতে পারি । আসলে আমি এই অংশটি লেখার আগে এই জিনিসের সম্মুখীন হইনি বা 
হলেও মনে নেই ৷ সুতরাং আমি একটু ইন্টারনেট ঘেঁটেঘুটে যা দেখলাম তা হলো ডিরেক্টেড গ্রাফের 
অয়লার পাথ বা সাইকেল বের করা প্রায় পুরোপুরি আনডিরেক্টেড গ্রাফের মতো। আমরা কোনো 
একটি নোড থেকে শুরু করব, এর বহির্গামী বা আউটগোয়িং (outgoing) কোনো বাহু দিয়ে বের 
হব যতক্ষণ কোনো না কোনো আউটগোয়িং বাহু (outgoing edge) বাকি থাকে। যখনই শেষ 
হয়ে যাবে আমরা প্রিন্ট করে দিব এবং আগের নোডে ফিরে যাব, ঠিক আগের DFS এর মতো। 
৷ আশাকরি বুঝতে পারছ যে আমাদের অয়লার পাথ বা সাইকেল এর ঠিক উল্টো ক্রমে প্রিন্ট হয়েছে! 
আরেকটি জিনিস, তা হলো পাথ প্রিন্ট করার আগে প্রতিটি নোডের আউটডিগ্রী (outdegree) আর 
ইনচিগ্রী (indegree) ১ একটু দেখে নিতে হবে। প্রতিটি নোডের ইনডিগ্রী আর আউটডিত্রী সমান 
তে হবে, একটি নোডের ইনডিগ্রী, আউটডিগ্রী হতে এক বেশি হতে পারবে এবং 
(নো? [উটডিগ্রী, ইনডিগ্ৰী এর থেকে এক বেশি হতে পারবে। তাহলে তারা যথাক্রমে 
F হবে ইনডিগ্রী আর আউটডিগ্রী সমান হয় তাহলে যেকোনো 


এা0/81%190096515615 একু নেন নব জায়গায় যাওয়া | 
যায় 
bi 


দেখৈ [নিতে হাশে। খেয়াল 
| খেকে আগা যায়। 


শেখের নোডে গেল গণ writ 


৮৯ টপোলজিক্যাল সর্ট (Topological sort) 


একটি ডিৱেটেড গ্ৰাফে নোডগুলোকে এমনক্রমে সাজাতে হবে যেন, যদি, 

Aracta খাছ থাকে তাহলে সর্টেড আযারেতে u, v এর আগে থাকে। এটি ওকে) তে ফোটে 

et গ্রাফ কোনো ডিরেটেড সাইকেল (directed cycle) থাকবে at সাইকেল ই wi 

সাইকেল এর নোডগুলোকে তুমি কোনোভাবেই অমনক্রমে সাজাতে পারবে + 

আলগৱরিদম ব্যবহার করে কোনো ডিরেরেড গ্রাফে সাইকেল আছে কিনা তাও আম ও 
করে 

ফেলতে 


MILLE 
আমরা দুভাবে টপোলজিক্যাল সর্ট (topological sor ! 
রা রানি দির তুলনামুল সার, একটি হলো gg. 
AER for মাথা ঘামাতে হয় মা। কিন্তু 075 একটু তুলনামূলকভাবে a 
মিলার Eo পরি ভাবে ছোট হয়ে থারে 

প্রথমে আমাদের এ এর আযারে লাগবে 
E A n AN ৷ uon mia এ ৷৷ 
মত জোরদার DU NI আর-তার থেকে যেদব NN 
মির att et Har Mcd EEA কমিয়ে দিব যদি অন্য জে 
০৮৯৬১ grid তিনি ধডক্ষণনাকিটবাঁকাৰ | 
বাদ তে নোড যেই ক্রমে ঢুকেছে সেটিই কিন্তু টপোলজিক্যাল সৰ্টের ভ্ৰম 
একটি জিনিল, যদি কিউ ফাঁকা হয়ে যাওয়ার পরও দেখ যে কোনো নোডের ইনিই এনা 
বা সাইকেল আছে। এটি কিন্তু খুবই eser, একটি আযালগরিদম। কে 
di EN ইডি পলা 
নিয়ে x n নি "E dais] । এখন এসব নোডকে যখনআমনেই 
চা এব ক্র 
একে কিউতে ঢুকাই। সহজ না? নোডকে এখন নিতে পারব, সেজনা 

— 

I আসা যাক DFS দিয়ে কীভাবে এটা সমাধান করা যায়। ধরা যাক T হলো আমার 

ed টিজ্যারে, আর visited আরেকটি ca যার প্রাথমিক মান 0. এখন আমা 

a আর যদি সেই নোডের visited এর মান এখনো 2 না হয়ে থাকে 
S এর প্রথমেই আমরা যা করব তা হলো এর visited এর মান 
যেই যে! ডিরেক্টেড বাহ বের হয়েছে তাদের দেখব। যদি রা 
য়ে থাকে এর মানে হলো আমরা একটি সাইকেল em oat | 
ক্যাল ক্রম (topological order) নেই। যদি ws 


300 


দের করার কিছু নেই। আখি হা আমরা 
রবে প্রতিটি নোডের জন্য প্রসেসিং শেষ হলে শুই নোডের জন্য DFS কল 
gp দেব এবং তাকে T তে ঢুকিয়ে দেব এবং DFS থেকে রিটার্ন সেই নোডের visited 


করে দে হয়ে গেলে আমরা T তে টপোলজিক্যাল করব। এভাবে সব 


06 47. কোনো সাইকেল না থাকে তাহলে এই পদ্ধতি নিঃসন্দেহে — 
| je আমরা কীভাবে বুঝতে পারব? এটাও সহজ DFS করতে ৷ এখন কথা হলো 
| নোডে এসে পড়ি তাহলেই সাইকেল আছে। কথাটা কিন্তু পুরোপুরি সত্য না। কথন 


দেৱ visited 
সেটা চিন্তা করা যাক। ধর আমাদের গ্রাফে একটি বাহু আছে A 

IDEST. এরপর A এর তাহলে কিন্তু তুমি A — B বাহু দিয়ে টি 
ago এখানে কোনো সাইকেল নেই। আরও একটি উদাহরণ দেখা যাক, তিনটি বাহুর গ্রাফ 
j- BA - C. C - B. এখানে মনে কর প্রথমে A এর DFS কল করা হয়, এরপর এখান থেকে 
রা B তে যাই, একে visit করে ফিরে এসে যখন C তে এসে আবারো B কে visit করতে যাই 
হন কিন্তু আমরা একটি visited নোড পেয়ে যাব, অথচ এখানে কোনো সাইকেল নেই। তাহলে 
segno উপায় হলো, বর্তমানে DFS হচ্ছে, এখনও ফিরে আসো নাই এরকম কোনো নোডে যদি 
ঘতেপারো তাহলেই সাইকেল আছে। যেমন আগের দুটি উদাহরণে আমরা DFS করে ইতোমধ্যেই 
হতে ফিরে এসেছি। উপরে এই ফিরে আসাকেই 2 দিয়ে visited আযারেতে লিখে রাখা হচ্ছে। 
ভরা মানে হচ্ছে এখনও DFS চলছে। যেমন মনে কর আমাদের গ্রাফের বাহু গুলো হলো A — B, 
8—C,C — A. এখন A হতে DFS শুরু করে আমরা B, এর পর 0, এর পর আবারো 4 তে 
আসবো। এখানে দেখবো যে A এর এখনও DFS শেষ হয় নাই অথচ আমরা A তে এসেছি! ব্যাস 


তুমি বুঝে যাবা এখানে সাইকেল আছে। 


৮১০ স্ট্রংলি কানেক্টেড কম্পোনেন্ট (Strongly Connected 
| Component - SCC) 


) u, v), (41489178789) হলে দুটি SCC: (u, v), {w}, 
{u}, {v}, {w}. আবার ( আলগরিদম } 


শিখব | এর জন্য দুটি বহুল 
isis SCC বের summ (Kosaraju's algoritm) বা 2-05 ee 
আছে। এ ৯১ / h Sadri (Tarjan's algorithm). আমি আসলে শুধ প্র! 
জানি। এটি করা বা বলা সহজ, কিন্তু আমার কাছে মনে রাখা বেশ কষ্টকর মনে হয় এবং বোঝা 


একটি visited আরে নাও এবং সব নোডকে 7/771/9) " 
৮৯৮৯৮৯৯৭৯৬২ em যাচাই কর, যদি কোনো unvisited নোড পাও তাহা 
জন্য DFS কল কর। DFS এর ভেতরে যা করবে তা হলো, ওই নোডকে visited করে 
আর ওই নোড থেকে যদি কোনো unvisited নোডে যাওয়া যায় তাহলে তার DFS কল করবে। 
আডজাসেন্ট সব নোড visited হয়ে গেলে DFS থেকে রিটার্ন করার আগে একটি লিস্টের শেষে: 
(ধরা যাক তার নাম 1.) ওই নোডকে পুশ করে যাবে। তাহলে সব নোড visited হয়ে গেলে ae 
আমাদের ওই L লিস্টে সব নোড থাকবে। এবার যেটি করতে হবে তা হলো ওই গ্রাফের সব বাহকে 
উল্টো করে দিতে হবে (আসলে তুমি শুরুতেই দুটি আযাডজাসেন্সি লিস্ট বানিয়ে নিবে একটি ঠিক 
দিকে আরেকটি উল্টো দিকে)। তুমি যেই নোডের লিস্ট / বানিয়ে ছিলে ওটাকেও উল্টো করতে 
হবে। এবার আমরা আরও একটি DFS করব। আমাদের আবার সব নোডকে unvisited করে 
দিতে হবে। এখন আমরা L এর সামনের দিক থেকে একটি একটি করে নোড নিব এবং সে যদি 
visited না হয়ে থাকে তার জন্য DFS কল করব। খেয়াল রেখ, এবার DFS এ কিন্তু আমরা উল্টো 
গ্রাফ ব্যবহার করছি। এই DFS এর সময় যেই যেই নোড visited হবে তারা একটি 500১. এভাবে 
আমরা সব SCC পেয়ে যাব। বেশ জটিল তাই না? একটি ছোট উদাহরণ দেখা যাক। মনে কর তিন 
নোডের গ্রাফ, বাহুগুলো হলো A — B, B — C, C — B. বুঝাই যাচ্ছে আমাদের SCC গুলো হলো 
{A}. {B.C}. ধরা যাক আমরা 4 হতে প্রথম DFS করছি। এখান থেকে আমরা যাব B তে, এবং 
সবশেষে C তে। যখন আমরা DFS থেকে ফিরে আসবো তখন এদেরকে একে একে L এ ঢুকাই, 
তাহলে L এ নোডগুলোর অর্ডার হলো (C, B, A). এবার গ্রাফ উল্টানোর পালা। আমাদের নতুন 
গ্রাফের বাহুগুলো হবে B — A, C — B, B — C. আর [ ও উল্টিয়ে হয়ে যাবে (A, B, C). এখন 
আমরা / এর শুরু থেকে নোড নিবো। প্রথমে A, আমরা এর DFS কল করলে আর কোনো নোড 
visit হবে না (এখন কিন্তু A — B বলে আর কোনো বাহু নেই)। সুতরাং এই বারে যেহেতু শুধু 4 
ই visit হয় তাই এটি একটি SCC. এবার আমরা B হতে DFS শুরু করব, এবং এবারে B এবং 
Cvisit হয়। তাই এরা দুজনে একটি SCC. 
এই বই লিখতে গিয়ে আমি টারজানের SCC আযালগরিদম দেখলাম। খুব একটা কঠিন না! 
এই আ্যালগরিদমটি কিছুটা আর্টিকুলেশন ব্রিজ বা ভার্টেক্স বের করার মতো। তবে মনে রাখতে হবে 
এবার আমরা ডিরেক্টেড গ্রাফ নিয়ে কাজ করছি। সবসময়ের মতো প্রতিটি নোড visited 31887 
প্রতিবার একটি একটি করে unvisited নোড নিয়ে তার জন্য DFS কল করব - 


d ক একর সংখ্যামান দিয়ে দিতে পার যে এটি হলো SCC এর নর এটিৰ 
কটি লিস্ট, প্যারামিটারে দিয়ে দিতে পার যেন visited নোডগুলো 


২০২ 
এ 


ক বাড়িয়ে দেব। 
jme প্র মান এ WWW polaganom এ 
পার আডজাসেন্ট যত নে মাছে তাদের একে একে দেখতে টাকে পুশ করব। এবার 
এই -্্যাজাসেন্ট নোড পেয়ে যাই যা আগে থেকেই visited (ঠিক লি আমরা যদি 


gA! বর্তমান নোডের low কে উপর নোডের | 
আমরা I startTime সেরকম), 
জার যদি unvisited হয় তাহলে তার জন্য DFS কল করব জন [সৰ্বনিয় 
» 'করব। এভাবে সব প্রতিবেশী নোডের জন্য শেষে low এর মান 


গনাডগলো হলো একটি SCC. 


৮.১১ 2-satisfiability (2-sat) 


(a Vb) ^ (7b V c) ^ (7a V ^c) এই সমীকরনের একটি সমাধান হতে পারে: a = 1,6 = 
0, c = 0. কিন্তু অনেক সময় কোনো সমাধান নাও থাকতে পারে, যেমন: (aVb)A^(av-—b)A^(-av 
i] ^ (^a V b). শুদ্ধ ভাবে বলতে গেলে এ, b, c এগুলোকে ভ্যারিয়েবল বলা হয় আর দুটি করে 
ভ্যারিয়েবল বা তাদের ~ (110 অপারেশন) নিয়ে v ('or অপারেশন) করে যে এক একটি জোড়া 
বানানো হয় তাদের ক্লজ (clause) বলে। অনেকগুলো ক্লজের ^ ('and' অপারেশন) করে বড় 
সমীকরন বা স্টেটমেন্ট (statement) তৈরি করা হয়। আমাদের লক্ষ্য হলো, ভ্যারিয়েবলগুলোতে 
এমন মান বসানো যায় কিনা যেন আমাদের স্টেটমেন্টটি সঠিক হয়। যেহেতু প্রত্যেকটি ক্লজে দুটি 
করে পদ থাকে সেজন্য একে 2-58 সমস্যা বলা হয়। তোমাদের জানার জন্য বলে রাখি 3-sat 
সমস্যা হলো NP আর দুনিয়ার মোটামুটি অনেক সমস্যা এদিক ওদিক করে 3-5৪0 এ কনভাট করা 
যায়। 


যদি আমাদের স্টেটমেন্ট n সংখ্যক ভ্যারিয়েবল থাকে তাহলে আমাদেরকে একটি 2n নোডের 
চিরন্টেড গ্রাফ বানাতে হবে। £দিয়ে যদি একটি ভ্যারিয়েবল থাকে তাহলে « এর জন্য একটি নোড 
39/9 —r এর জন্য। এখন ধরা যাক (- V y) হলো একটি ক্লজ, তাহলে একে — 
A ভা? যে-যদি [~g == false হঃ y == tri 
oz i. EU হবে), অথবা যদি y = false hes 
| E. হয় তাহলে r = true হতে হবে)। যেভাবেই 


— , বলি, a — b কেবল মাত্র (a = 
ion. "s 7) এর মানে জানো না তাদেরও পার: 0 = true হলে b = true 


কর না কেন আমরা একে গ্রাফে ডিবি তন বক হম সস এও sues 
বাহু হবে % থেকে y এর দিকে আর CU থেকে ০ = true হবে সপ 
অন্যভাবে বলতে: যদি 2 = true হয় তাহলে y গ্ৰ eis a di ML 
তাহলে cr = true হবে এ জিনিসটা তুমি ইমা প্রত্যেকটি -— সেভাবে 
ডিরেক্টেড বাছ দেওয়া হবে। এখন আমরা এভাবে ন জেদ জন্য দুটি করে বাছীয়া _ 
বাহু আঁকা শেষে আমাদের দেখতে হবে যে, £ আর _'/ (এখানে ঠ হলো যেকোনো 
অর্থাৎ তোমাকে॥ টি ভ্যারিয়েবল এর জন্য যাচাই করে দেখতে হবে) এ ১৪72 থেকে তৱ 
৫ থেকে 2 এ দুদিকেই পাথ আছে কিনা। যদি থাকে তাহলে আমাদের 2-Sat সমাধান করা 
না। কারণ ৫ হতে or এ পাথ থাকা মানে 7 = true হলে —r = true হবে। সুতরাং এক্ষেত্রে 
আমরা বলতে পারি = true হতে পারবে না, গ = false হবে। কিন্তু যদি অন্যদিকেও পাথ থাকে 
মানে -3 হতে r এ তাহলে তো আবার একইভাবে আমরা বলব 77 = false হতেই হবে। কিন 
৮আর -4 তো একই সঙ্গে false হতে পারে না তাই না? এজন্য যদি 2 আর -৫ এর যদি একটি 
থেকে উপরটিতে যাওয়া যায় এর মানে হবে সমাধান নেই। আর যদি এমন কোনো ভ্যারিয়েবল খুঁজে 
পাওয়া না যায় তাহলে সমাধান করা যাবে। আমরা দুটি নোড থেকে একে অপরের দিকে যাওয়া যায় 
কিনা কীভাবে সহজে বের করতে পারি? SCC! যদি আমাদের গ্রাফকে SCC তে ভাঙার পরে দেখি 
+ ও "+ একই কম্পোনেন্টে তাহলে বুঝব একে উপরের দিকে যাওয়া যায়, আর না হলে যাবে না। 
এতক্ষণ আমরা বের করলাম কীভাবে 2-sat সমাধানযোগ্য কিনা তা বের করা যায়। কিন্তু 
এর সমাধান কীভাবে বের করা যায় (অর্থাৎ কোন ভ্যারিয়েবল false আর কোন ভ্যারিয়েবল 
truc)? এর উপায় হলো, তুমি SCC এর প্রত্যেক কম্পোনেন্টকে PARIS (contract) বাসং 
করে একটি নোড বানাও। এই পরিবর্তিত গ্রাফ অবশ্যই একটি DAG হবে (DAG = Directed _ 
Acyclic Graph) অর্থাৎ এই ডিরেক্টেড গ্রাফে কোনো সাইকেল নেই । যেহেতু কোনো সাইকেল নেই | 
তাই এর টপোলজিক্যাল ক্রম আছে। আমাদের যা করতে হবে, এই অর্ডারের শেষ থেকে আসতে 
হবে আর প্রত্যেক কম্পোনেন্টকে true দেওয়ার চেষ্টা করতে হবে (কোনো কম্পোনেন্টকে true 
দেবার মানে হলো এতে থাকা সব নোড true) | যদি দেখ তোমার এই কম্পোনেন্টে এমন একটি 
নোড আছে যার মান আগে থেকেই বসানো করা হয়ে গেছে আর তোমার এই এখন true করতে 
চাওয়া মানের সঙ্গে মিলছে না তাহলে f alse দিবে। তুমি চাইলে চিন্তা করে দেখতে পার বা প্রমাণও 
করতে পার কেন এই গ্রীডি (greedy) পদ্ধতিটি ঠিকভাবে মান বসাচ্ছে। 


T বাইক নেন্টেড কম্পোনেন্ট (81001112060 


লতে পার সময়সাপেক্ষ লাগে। বাইকানেক্টেড গ্রাফ (9118 
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! 2 মুছে ফেলি তাহলে বাকি নো. এটি কিন্তু বাইকানেক্টেড গ্রাফ না কারণ এই গ্রাফ থেকে আমরা 
একটি বাহু 1 — 3 থাকত তাহলে কিন্তু ডিসকানেক্টেড হয়ে যায়। কিন্তু এই গ্রাফটিতে যদি আরও 
কিছু সংখ্যক বাইকানেক্টেড সাবগ্ৰাফ = গ্রাফ হতো। আমরা যেকোনো গ্রাফকে 
E eiue omen এ "ene rns dsm বা বাইকানেক্টেড কম্পোনেন্ট 
/ এ সব 
এদিনৰ + e একটি BCC re পারে কারণ এর এক মাথার EE — 
Xa ৮.৩ তে একটি গ্রাফকে BCC তে ভাঙিয়ে দেখালাম । 
অংশ হতে পারে। কেন? কারণ দেখ খেয়াল কর একটি নোড কিন্তু একাধিক কম্পোনেন্টের 
রকি নোডগুলো কানেষ্টেড থাকে ভুল রঙের "c "নেন্টে তুমি যদি 1 নোডটি মুছে ফেল তাহলে 
নীলএই দুই অংশকে একত্ৰ করে যদি বলতে এটি একটি কই কথা সত্য। তবে তুমি যদি লাল আর 
০ তাহলে তা কিন্তু সত্য হতো না কারণ 


গপেক্ষা রাখে না যে আমরা প্রতিটি E BCC এরই অংশ। আশা করি এটি বলার 
তামরা চিত্র ৮.৩ এ যদি বলতে প্রতিটি বাহু বড় করা সম্ভব তত বড় করতে চেষ্টা করি। 


টশা ৮.৩: বাইকানেক্টেড আযালগরিদম (Biconnected algorithm) 


n ক হয়তো গ্রাফকে কম্পোনেন্টে ভাগ করতে হয় যেন একই 


ফেললে গ্রাফটি ডিসকানেক্টেড না হয়ে যায়। সেক্ষেত্রে আমাদের 
কলেশন ব্রিজ বা বাহু বের করে একটি BFS বা DFS চালিয়ে 
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ৰা DFS চালাব বের যাবে। আমরা প্রতিটি unvisited Aga 

BCC এর সঙ্গে সমন নিজ ব্যতীত অন্য সব বাহু দিয়ে আমরা ট্রভার্স করন OS 
cut vertex tree). আরেকটি জিনিস আছে আর তা হলো 


ব্লক কার ভার্টেক্স 
প্রতিটি আনডিরেক্টেড গ্রাফকে যেমন আমরা BCC তে ভাগ কও 
তেমনই সেই BCC কে আমরা একটি ট্রি আকারে সাজাতে পারি যেখানে ট্রি এর নো 
হলো BCC এর কাট ভার্টেক্স (আর্টিকুলেশন নোড) সমূহ এবং 


ব্লক (block) বা কম্পোনেন্টগুলো 
যদি কোনো একটি কাট ভার্টেক্স একটি ব্লকের অংশ হয় তাহলে তাদের মধ্যে বাহু থাকবে। তাহে 
যেকোনো কানেক্টেড আনডিরেক্টেড গ্রাফ (connected undirected graph) এর জন্য আমরা 


একটি ট্রি পাব। যেমন চিত্র ৮.৩ এর ব্লুক কাট ভাৰ্টেক্স ট্রি হবে চিত্র ৮.৪ এর মতো। বেশ কিছু 
সমস্যায় আমরা দেখব যে এই ট্রি বেশ কাজে লাগে। 


নকশা ৮.৪: বাইকানেক্টেড আলগরিদম (81001760665 algorithm) 


সবই বুঝলাম কিন্তু এর আযালগরিদম কী? আগেই বলেছি আমি নিজে এটা কখনও কোড বি 
নাই। হয়তো পরে কখনও এটা নিয়ে লিখবো। এই সেকশন থেকে তোমরা জেনে রাখলে BCC 


জিনিস এবং কোন সব সমস্যার ক্ষেত্রে এটা ব্যবহার হয়। যদি দরকার হয় তাহলে তোমরা 
থেকে এর কোনো কোড নিয়ে ব্যবহার করতে পারো। 


৮.১৩ Ge (Flow) সম্পর্কিত আলগরিদম 


নিঃসন্দেহে ফ্লো (Flow) একটি কঠিন টপিক। এর কোড বেশ সহজ কিন্তু এটি ঠিক মতো 
বা একে রপ্ত করা খুবই কঠিন ৷ দেখা যাক তোমাদের এর মূল ধারনাটি বোঝাতে পারি কিনা। 
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এই সমস্যায় কিছু নোড এবং কিছু ডিরেক্টেড দাহ 
NT. একটি হলো উৎস বা সোর্স (source) বাজার হের মাঝে দুটি বিশেষ 
মির হলো পবা Sm tuni যা আমরা সাধারণত T দিয়ে « 5 দিয়ে প্রকাশ করি 
GER এর সঙ্গে একটি সংখ্যা থাকবে, একে আমরা ওজন (wei প্রকাশ 
ধরনক্ষমতা বা ক্যাপাসিটি (capacity). এখন মনে কর সোর্সে অপরিসীম 


yd কত তরল ওই পাইপ দিয়ে প্রবাহিত হতে পারে তা দেওয়া ক 

f : য়া আছে। তোমাদের ব 

কোনো একক সময়ে কী পরিমাণ তরল সোর্স হতে সিক্কে প্রবাহিত হতে পারে? তোমরা ধরে নিতে 
ia $ - ৩ 


৮৫; ম্যাক্সিমাম ফ্লো (Maximum flow) 
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AVVO ছে? এখন আসো কঠিন অংশে 
তাহলে আশা করি ম্যাক্সস্লে য় সহজ হতে শুরু করা যাক। একটি খুব সাধারণ e 
একটি পাথ পাব যা দিয়ে কিছু পরিমাণ ফলো দেওয়া যায় লৈ 


মা । যখন 
পাথে ফ্লো দেওয়া। = আমরা যদি 
D , € Ls ý যে 
করবে না। চিত্র ৮.৫ এর এ ফা দিতে পারছ না। মনে কর, 5 -৪-৪--গ্'দিয়ে?,9- ^ 
| ৷ নেত = = T D DANS ৰ 4 -- দিয়ে 3 ফ্লো যদি দা 
তাহলে পাবে না যা দিয়ে তুমি আর দিতে পারো কিন্তু এর ফ্লো হলে 


এখানে দেখো আর কোনো পাথ | ym 
13, আমরা চিত্র ৮.৫ এ দেখে এসেছি যে অন্তত 14 পাওয়৷ [তরাং আমাদের এ পদ্ধতি কান 


করে না। 


1/8 


^ 


B 


Z 
|» 
2 


নকশা ৮.৬: ম্যাক্সিমাম ফ্লো (Maximum flow): লোকাল ম্যাক্সিমা (local maxima) কিন্তু 
ম্যাক্সিমাম (maximum) নয় 


তাহলে কীভাবে আমরা ম্যাক্সফ্লো সমস্যা সমাধান করব? এই সমাধান বুঝতে হলে আমাদের 
গ্রাফে কিছু পরিবর্তন করতে হবে। প্রথম পরিবর্তন হবে গ্রাফের উপস্থাপনে। এতক্ষণ কোনো বাহুতে 
fic বলতে আমরা ফ্লো ও ক্যাপাসিটি বুঝিয়েছি। এখন থেকে আমরা দুটি সংখ্যা //€ ব্যবহার 
শা করে মাত্র একটি সংখ্যা ০/ ব্যবহার করব। cf হলো রেসিডিউয়াল ক্যাপাসিটি (residual 
capacity) বা গাণিতিকভাবে c — /, রেসিডিউয়াল ক্যাপাসিটি মানে হলো আরও কত ফ্লো যেতে 
TG যেমন চিত্র ৮.৫ এ 2 হতে 3 নোডের মাঝের বাহুতে আছে 2/9 এটি নতুন উপস্থাগণে 
টির আবার S হতে 1 এর মাঝের উপস্থাপন 5/5 হতে পরিবর্তন হয়ে 0 হবে৷ 
লা গ্রাফের প্রতিটি বাহুর জন্য আমাদের আরও একটি বাহু থাকবে যার দি 

) হবে সম্পূর্ণ উল্টো। অর্থাৎ আমাদের গ্রাফে যদি হতে 3 এ কোণে 


? তার আগে সব মূল বাহুর প্রাথমিক €/ কী হবে তা deum 
16 | থাকবে না তাই f = 0 এবং cf = ০- / = ০_ 
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নকশা ৮.৭: ম্যাক্সিমাম ফ্লো (Maximum flow): পরিবর্তিত উপস্থাপনে প্রাথমিক রূপ 


এখন যা করতে হবে তা হলো এমন একটি পাথ খুঁজে বের করতে হবে যার প্রতিটি বাহুতে কিছু 

পরিমাণ রেসিডিউয়াল ক্যাপাসিটি থাকে। অর্থাৎ তোমরা S হতে শুরু করবে এবং একটি BFS বা 
DFS করে T পর্যন্ত যাওয়ার চেষ্টা করবে সেসব বাহু ব্যবহার করে যাদের cf > 0. এই পাথকে 
বলা হয় অগমেন্টিং পাথ (augmenting path). এখন যা করতে হবে তা হলো এই পাথের সব 
এই এর cf এর মধ্যে সর্বনিয় cf বের করতে হবে। আমরা এই পুরো পাথ দিয়ে এই পরিমাণ 
‘ক্ল করাব। মনে কর এই সর্বনিয় ০/ হলো £. তাহলে যা করতে হবে তা হলো এই পাথের সব 
এ %/ কে £ পরিমাণ কমাতে হবে। কারণ ০/ বলে কী পরিমাণ আরও GA করানো যাবে আর 
এ আমরা 2 পরিমাণ ফ্লো করছি সেহেতু রেসিডিউয়াল ক্যাপাসিটি x পরিমাণ কমাতে হবে। 
ঝা গেল কিন্তু এর পর যা বলব সেটিই হলো মূল যদি অগমেন্টিং পাথ 

মিয়ো ত উল্টো বাহুর ০/ কে ৫ বাড়াতে হবে। অর্থাৎ রে 
ল তার উল্টে বাহুর c বাড়াতে হবে। এই পুরো প্ৰসেসকে ? এটি 
থা হলো আমরা কেন উল্টো দিকের বাহগুলোর €/ বালি হি 
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এ পাথের নাম P. এখন কথা হলো আমরা তো চাইলে ৭ — b না গিয়ে ০. vui 


তাই নাঃ এবং হয়তো ওইভাবে গেলে আমরা অপটিমাল ৰে 
দিয়ে চলে এসেছি। কী করা যায়? আচ্ছা মনে কর রে আমর হার ত কো 
এসেছি। এখন যদি আমরা ৭ হতে ?' পর্যন্ত কোনো পাথ পাই তাহলে pu | 
একটি নতুন ফ্লো দিতে পারি। কীভাবে? আমরা নতুন পাথে ND 
পাথে & হতে T তে গিয়েছে সেই পাথে এই নতুন অগমেন্টিং পাথ যাবে, আর অ 
a তে এসে a — b এর মধ্য দিয়ে না গিয়ে a হতে? পৰ্যন্ত যাওয়ার যেই: 
সেই পাথে হাবে। অৰ্থাৎ আগে আমরা = হতে; তে পে 
বাতিল করছি। বা এভাবেও ভাবতে পার যে M a O ঢ় 
এটি সম্ভব হবে যদি উল্টো দিকের cf বাড়ানো হয়। তাহলে এটিই ত 
একটি জিনিস তুমি যদি অগমেন্টিংয়ের জন্য DFS ব্যবহার কর তাহলে আসলে অ 
যাবে। এটি ম্যাক্সফ্লো এর ফোর্ড ফালকারসন আ্যালগরিদম (Ford ae A 
meus ace তুমি চাইলে এমন একটি পাবা টি 
খ্যকবার অগমেন্ট করতে হতে পারে। ফলে যদি নোড সংখ্যা কমও হয় কিন্তু ক 
wes এর রানটাইম। এর টাইম কমপ্লেক্সিটি O(E x answer). তবে 
ব্যবহার কর অগমেন্টিং লাখ বের করার জন্য তাহলে পি, VE IL 
ভাটেক্সের সংখ্যা আর E হলো বাহুর সংখ্যা। আর একে এডমন্ডস কার্প? 
Karp Algorithm) বলা $3 i 
একটি ছোট কাজ করলেই আমরা এর রানটাইম প্রায় O(V?E) করতে, 
করতে হবে তা হলো, প্রথমে রেসিডিউয়াল ক্যাপাসিটির উপর একটি পূর্ণ BE 
BFS চালানোর সময় BFS এর ডেপথ বা গভীরতার তথ্য রাখতে হবে। অর্থা 
ট্রি হিসেবে কল্পনা করা যায়। কোন নোড কত গভীরতায় আছে সেই ত 
একটি ব্যাকট্ট্যাক (backtrack) বা DFS এর মতো কাজ করতে হবে। 
এবং প্রতিবার পরের গভীরতার কোনো নোডে যাওয়ার চেষ্টা করব (যদি 
ধনাত্মক zx) ৷ যদি আমরা T তে পৌঁছাই তাহলে এই পাথটি অগমেন্ট কর 
একে ডিনিকের আলগরিদম (Dinic's algorithm) বা ডিন f 
blocking algorithm) বলা £x | এর থেকেও ভালো আ্যালগারদ 3 
আরও কিছু বলার আগে ছোটখাটো দুই একটি কথা জেনে রা 
ই নি ক 
দেখ তাহলে দেখবে বেশির ভাগ সময় আনডিরেক্টেড বাহুতে ক! 
করতে হয় তা হলো দুই দিকের জন্য দুটি ডিরেক্টেড বাহু মাকে 
দুটি দিয়েই কাজ সারতে পার বা এই দুটির উল্টো দিকে আ: 
বিষয় হলো তুমি কীভাবে এই এাফের বাহু বা of রাখবে? = 


রাখতে পার। তাতে সমস্যা হলো BFS এর সময় আর তোমার 


কুলার কাস E তে 
করে দিতে পারতাম চাইলে। কিন্তু এবার যতক্ষণ না 


ধাবে। আবার তুমি যদি আযান টিজার করাতাহলে উল্টো দিকের ০/ পরিবর্তন 
3l ক ঝামেলা তুমি চাইলে একই সঙ্গে আডজাসেন্সি লিস্ট ও ম্যাট্রিক রাখতে পার। ৰ 
(vector) দিয়ে আ্যাডজাসেন্সি লিস্ট বানিয়ে এই কোড করে থাকি। মনে কর 
ja দিকে একটি বাহু দেওয়া হলো। প্রথমে % আর y এর আযাডজাসেন্সি লিস্টে 
মাছে তা দেখে নাও। ধরা যাক এই দুটি সংখ্যা যথাক্ৰমে size, এবং sizey. 
তে এই বাহুটি যখন আমাদের ডেটা স্ট্রাকচারে রাখবে একটি বাহু থাকবে 
৪2. তম স্থানে আর তার উল্টো বাহু থাকবে y এর $2, স্থানে। তোমাকে যা করতে 
হু যখন ইনসার্ট করবে তখন 3 টি তথ্য রাখবে: অপর প্রান্ত, রেসিডিউয়াল 
(reverse) বা উল্টো বাহুর ইনডেক্স (index). শেষ। এখন তুমি কোনো 
মানোর সময় খুব সহজেই তার উল্টো দিকের বাহুতে গিয়ে তার cf এর মান পরিবর্তন 
এ সার। তাহ ল চিত্ৰ ৮.৭ এর ম্যাক্সফ্লো রূপটি চিত্র ৮.৮ এ দেখানো হলো। 


0 
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৮.৮: ম্যাক্সিমাম ফ্রো (Maximum flow): ম্যাক্সফ্লো (maxflow) তে গ্রাফের ছবি 


in m" 


B c 


^ মিনিমাম কাট (Minimum cut) 

te অপটিমাইজেশন সমস্যার একটি fag বা dual সমস্যা থাকে। অর্থাৎ যদি একটি 

L শিবানে আমাদের কোনো কিছুর মান বাড়াতে বাম্যাক্সিমাইজেশন (maximization) 

Bec UI আমরা সেই সমস্যাকে অন্যভাবে দেখতে পারি যেখানে কোনো কিছুর মানকে 

iu; M si (minimization) করতে zx i প্রধান সমস্যা বা primal এর যা উত্তর 
একই উত্তর হয়। আমরা কিছুক্ষণ আগে ম্যাক্সফ্রো সমস্যা দেখলাম। সেখানে 


NN 


আমরা ফ্লো কে ম্যাক্সিমাইজেশন+/101590-0০11 
পল এ কাট (mini JD বা সংক্ষিণকথা হলো এর dual 
গর < i ৰ 
'? করে সোর্স এবং সিন্ধকে 
যাওয়া বাসের era বিয়োগ দিযে কা 
ev যোগফল রেসিডিউযাল ক্যাপাসিটি না কিন্তু! cre খেয়াল কর আট 
: 1 কটি কম্পোনেন্ট আর (3,4, T) কে আরেকটি P. 
| ০) হবে 8 +4 19 = 21. যদি 9. তাহলে এই 
ম্পোনেন্ট তয়, (5১072) 8) 4) এক কম্পোনেন্ট আর বাকি কাট 
m হয় তাহলে মূল্য হবে 7 + 8 = 15. যদি (5, 1) একটি আর (2,3,4, T) ৬ 
কারণ এর মূল্য 75-5৯-1২87 অপটিমাল কাট হবে (5 1.5 এবং (47) এর দে 
শরণ এর মূল্য 74+ 34.4 = 14 যা ম্যাক্সফ্লো এর সমান। তুমি কাগজে কলমে ম্যা্সফ্লোবা যে 
বের করার সময় নিশ্চিত হওয়ার জন্য এই দুটিই বের করে দেখতে পার, যদি তারা সম" ইনকাট 
মানে তোমার উত্তর ঠিক আছে। শা 
প্রশ্ন হলো মিনকাট কীভাবে বের করা যায়? মানে মিনকাট এর উত্তর তো তোমরা aray 
এর উত্তর থেকেই পেতে পার কিন্তু কীভাবে দুটি কম্পোনেন্টে ভাগ করলে তুমি মিনকাট পাৰে o 
কীভাবে বের করা যায়? সহজ, ম্যাক্সফ্লো শেষে তোমরা সোর্স হতে শুরু করে একটি BFS চালাবে 
BFS এর সময় তুমি সেইসব বাহু দিয়ে যাবে যাদের এখনও কিছু রেসিডিউয়াল ক্যাপাসিটি বাকি 
আছে। ব্যাস তাহলে visited নোডগুলো একটি কম্পোনেন্ট আর unvisited নোডগুলো অপর 
কম্পোনেন্ট তৈরি করবে। যেহেতু ম্যাক্সফ্লো শেষে আমরা এই কাজ করছি সেজন্য অবশ্যই আমরা 
T কে visit করতে পারব না (করা গেলে তো আবার ফ্লো করা যেত)। চিত্র ৮.৮ এ এই BFS 
চালালে visited হওয়া নোডসমূহকে চিত্র ৮.৯ এ দেখানো হলো। এটি আশা করি বোঝা যাচ্ছে 
যে নীল নোডগুলো একদিক এবং সবুজ নোডগুলো আরেক দিক। যদি তুমি এই দুই সাইডের মধ্যে 
ক্যাপাসিটি যোগ বিয়োগ কর তাহলে পাবে 7 -- 3--4 = 14. যদিও এই চিত্রে ক্যাপাসিটি দেখানো 
নেই কিন্তু তুমি আগের চিত্র ৮.৫ এর সঙ্গে তুলনা করে বাহুগুলোর ক্যাপাসিটি দেখে নিতে পার। 


৮.১৩.৩ মিনিমাম কস্ট ম্যাক্সিমাম ফ্রো (Minimum cost maximum 


flow) Pron 


(Minimum cost maximul 
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নব a ৮.৯: মিনিমাম কাট (Minimum cut) বা মিনকাট (mincut) 


ম্যাক্সমাম বাইপারটাইট ম্যাচিং (Maximum Bipartite 
E 


“পির জানতে হবে বাইপারটাইট গ্রাফ (bipartite graph) কী জিনিস। এটি এমন — 
GN নে তালে ভাগ করা যায বেন foo ভামো 
শা থাকে। যা বাহু আছে তা হবে এই দুই ভাগের মধ্যে। এর বাস্তব উদাহরণ এরকঃ 
| EM তোমার কাছে কিছু বল আর কিছু বাক্স আছে। যদি বল আর বাক্সকে তু 
কর তাহলে তুমি সেই সব বল আর বাক্সের মধ্যে বাহু দিবে যেন সেই বল: 
ঢে। এই গ্রাফটি অবশ্যই একটি বাইপারটাইট গ্রাফ কারণ এখানে দুটি ₹ 


২১৩ 


খানে DFS করে কীভাবে করতে হবে তার বর্ণনা | | 

| দর একটি visited এর আযারে নিতে হবে এবং pas দির দি ই 

_ (আমরা কিন্তু এই ইনিশিয়ালাইজেশন এবং DFS L এর প্রতিটি ভার্টেক্সের জন্য করব)। এখন 
হাম x হতে DFS শুরু কর। তুমি যেই নোডের জন্য DFS এ আছ (ধরা যাক y, অর্থাৎ প্রথমে 
/ এর মান হবে 2) তার প্রতিবেশী নোডগুলো একে একে দেখ। আমরা এমনভাবেই কাজ করব 
খেন y সবসময় L এর হয়ে থাকে। সুতরাং এর প্রতিবেশী 
প্রতিবেশী হলো 2. এখন তোমাকে দেখতে হবে match Rz] কি — কিনা। যদি _1 নাহয় তাহলে 
match H|z] এর DFS কল করতে হবে, তবে কল করার আগে দেখে নিও যে এই নোডটি আগেই 


মানে একটি অগমেন্টিং পাথ পেয়েছ। তখন তোমাকে matchL[y] = z এবং matchR[z] = y 
করতে হবে এবং 1 রিটার্ন করতে হবে। কিছুক্ষণ আগে কিন্তু তুমি match R[z] _1 না হলে DFS 
কল করেছিলে । যদি এই DFS তোমাকে 1 রিটার্ন করে তার মানে তুমি অগমেন্টিং পাথ পেয়েছ 
এবং আগের মতোই matchL[y] = z এবং natch [2] = y করবে এবং 1 রিটার্ন করে বুঝাতে 
হবে যে তুমি অগমেন্টিং পাথ পেয়ে গেছো। আর যদি দেখ / এর জন্য সব 2 শেষ কি 
অগমেন্টিং পাথ পাওনি তাহলে 0 রিটার্ন কর। এই DFS এর 
হবে। 


"T " 
mb 
E 
কোড ৮.৯: bpm 
১ int dfs(int y) [বা 
3 visited[y] = dia $ 
bd for (int i = 07 
8 int z s y 
৫ 
৬ 


হি. 


if (match R 


ECL iy] wwW.pdfjagat.com 
Y; 


matchR[z] - 
return 1; 


কদম শুরুতে তো 2 এর জন্য DFS কল করেছিলে । যদি এই কল 
Eu চিং 1 বেড়েছে বা তুমি চাইলে match.L এ দেখতে ত পার কতগুলোর জন্য _] নেই 
X মি ম্যাক্সিমাম ম্যাচিং কয়টি তা বের করতে পার আর matchL দেখে এও বলতে পার 
m E এর টাইম কমপ্রেক্সিটি হলো O (V E) কারণ তুমি / সংখ্যকবার 


ৰ তু যদি এই আযালগরিদমকে একটু পরিবর্তন কর তাহলে O(EJ/V 
কম টির আযালগরিদম পেয়ে যাবে যার নাম হপক্রফট কার্প আযালগরিদম (Hopcroft Karp 
3m). যা করতে হবে তা হলো একটি একটি করে নোড নিয়ে DFS না করে, 7 এর সব 
s (unmatched) নোড নিয়ে প্রথমে BFS কর এবং BFS ট্রি তে Z, এর সব নোডের 
খে রাখো। এর পর একটি DFS চালিয়ে শুধুমাত্র পরের গভীরতার নোডে ঘেটে টে 
ৰ বংদেখ একটি অগমেণ্টি ং পাথ পাও কিনা। কিছুটা ডিনিকের আযালগরিদমের মতো। এটিই 
O 51) টাইম কমপ্ৰেক্সিটি দিবে। আমি মূল ধারনাটি সহজভাবে বললাম। ইন্টারনেটে 
বিস্তারিত পড়তে পার। 


1 রিটার্ন করে এর মানে 


Hs 


E টেক্স কাভার (Vertex cover) ও ইনডিপেন্ডেন্ট সেট 
ও গাও 


Eme ম্যাচিং সমস্যার সঙ্গে জড়িত দুটি সমস্যা হলো ভার্টেক্স কাভার 
০ সেট (independent set). ভার্টেঝ্স কাভার বলে এমন 
hos নেন সব বাহুর কোনো একটি মাথা যেন অবশ্যই নির্বাচিত ভার্টেক্সগুলোর 
টক লো 1 করা। এ জন্য এই সমস্যাকে বলা হয় মিনিমাম ভার্টেক্স কাভার 
লৰ ইনডিপেন্ডেন্ট সেট ঠিক এর উল্টো সমস্যা। এই সমস্যায় বলে 
কলে বাহ থাকে৷ i kt 

a LT AUR তু আমাদের লক্ষ্য হলো সবচেয়ে বেশি সংখ্যক খ্যক নির্বাচন 
[ইনডিপেন্ডেন্ট সেট (maximum independent set). 
রাম দাদি এদের ডাগো লো 

র খুব সুন্দর সমাধান আছে। সেজন্য আমরা এখানে 


1 
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১৬৮৯ এই দুটি »twww.pdfjagat.com 
aL অৰ্থাত যে ম্যাজিমাম বাইপারটাইট ম্যাচিং এবং মিনিমাম eta 
হলো dual. অর্থাৎ দুটির উত্তর সমান হবে। এখন কথা হলো আমরা এরকম একটি ভার সমস 
bu ENS করব? খুব একটা কঠিন না। আমার কাছে সহজ লাগে এক্ষেত্রে টেক্স সেট 
ংমিনকাট এর | 


শে! ibam e ) AA o N মনে 


গলেও এটি সত্য | একটি উদাহরণ দেখা যাক। hes হযে 


নকশা ৮-১০: বাইপারটাইট ম্যাচিং (Bipartite matching), ভাৰ্টেক্স কাভার (Vertex Cover) 
ও ইনডিপেনডেন্ট সেট (Independent set) 


চিত্র ৮.১০ এ লাল বাহু দিয়ে ম্যাচিং বাহু বোঝানো হয়েছে। এখন তুমি মিনকাট এর 
আযালগরিদম চালালে নীল নোডগুলো S অংশ আকারে চিহ্নিত হবে এবং সবুজ নোডগুলো T অংশ 
হিসেবে । সুতরাং আমাদের ভার্টেক্স কাভার হবে LrU Rs = (L2, R2). তোমরা হয়তো জিজ্ঞাসা 
করতে পার এই 9 ও T অংশ বের করার কী কোনো সহজ উপায় নেই? মিনকাটই করতে হবে? না 
অবশ্যই সহজ উপায় আছে। কল্পনা কর এটি যদি ফ্লো এর গ্রাফ হতো তাহলে সোর্স 5 হতে BFS 
করলে কোন কোন নোডে যেতে? L এর সেসব নোডে যাদের ম্যাচিং নেই। সুতরাং BFS এর মন 
একটি কিউতে এসব নোড ঢুকিয়ে ফেল। এখন চিন্তা কর মিনকাট এর BFS এর সময় তুমি 


এখনকার BFS এও তুমি তাই কর 
এখন একটি মজার জিনিস. 


) হলো anfoteroa iagat gom 
omplement ৰ ভাৰ্টেক্স 
ipit জেশন করতে পারব। ren 


: d, T ভার্টেক্স কাভার অর্থাৎ আমাদের উপরের 
নেট obi শেষ ' তাহলে (71, 3, 111, R3} হবে ম্যাক্সিমাম 


১৩৬ ওয়েইটেড ম্যাক্সিমাম বাইপারটাইট ম্যাচিং 


৬ ৷ ং W : 
maximum bipartite matching) ‘Weighted 


TAF এর যেমন ওয়েইটেড ভার্সন ছিল (মিনকম্ট 


ম্যাক্সফ্লো) ঠিক 
বাইপারটাইট ম্যাচিং এরও ওয়েইটেড ভার্সন আছে। এটিই ও পপ... 


318: (weighted maximum bipartite matching). আমাদেরকে ম্যাচিং বাহুসমূহের 
gere ম্যাক্সিমাইজেশন বা মিনিমাইজেশন করতে বলে। দুটিই একই কথা। যদি আমরা ওজন 
weight) গুলোকে —1 দিয়ে গুণ করি বা একটি বড় সংখ্যা ধর M থেকে সব বাহুর মূল্য 
বিয়োগ করি তাহলেই ম্যাক্সিমাইজেশন সমস্যা মিনিমাইজেশন সমস্যায় পরিবর্তিত হয়ে যায় 
এখন আমরা এই মিনিমাম ওয়েইটেড ম্যাক্সিমাম বাইপারটাইট ম্যাচিং (minimum weighted 
maximum bipartite matching) সমস্যা কীভাবে সমাধান করতে পারি? একটি সহজ উপায় 
হলো একে মিনকস্ট ম্যাক্সফ্লো দিয়ে সমাধান করা। আরেকটি উপায় হলো হাঙ্গেরিয়ান আযালগরিদ 
(hungarian algorithm). এটি বেশ কঠিন মনে হয় আমার কাছে, আমি নিজেই এটি পারি না, 
তবে এর উপর topcoder এ আর্টিকেল আছে। তোমরা চাইলে সেই আর্টিকেল’ পড়ে দেখতে 
পার। এর রান টাইম O(V3). 


৮১৪ প্রোগ্রামিং সমস্যা 
৮১৪.১ অনুশীলনী 


"UvaLive 6788 :: UvaLive 6790 :: UvaLive 6800 U M. y 2 

11 : UvaLive 6827 :; UvaLive 6837 :: UvaLive 9 
‘alive 6887 :; UvaLive 6897 :: UvaLive 6930 & eee 
255 : UvaLive 6996 :; UvaLive 7001 ৪ UvaLive 7008 
“alive 7026... UvaLive 7043 :: UvaLive 7079 x UvaLi 
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ক পদ্ধতি (Adhoc Technique) 


ক (Adhoc) সমস্যা বলতে আমরা বুঝি আমাদের জানা কোনো নিৰ্দিষ্ট 
স্যা। একইভাবে আযাডহক পদ্ধতি হলো এমন কিছু পদ্ধতি যা নিৰ্দিষ্টভাবে (গন 
য়া বা ফেলা কঠিন হয়। প্রোগ্রামিং প্রতিযোগিতা করতে গিয়ে প্রায়ই ব্যবহার করতে 
greedy, math) ভাগ করতে চাইবে, কিন্তু আমি তানা 


রিউমিউলেটিভ যোগফল পদ্ধতি (Cumulative sum 
echnique) 


যোগফল (Cumulative sum) মানে হলো পর পর অনেক জিনিসের 

ধরা যাক তোমার কাছে একটি n দৈর্ঘ্যের আারে আছে। আমরা আমাদের সুবিধার জন্য 
inder ধরব। আসলে ঠিক 1 — index না, কারণ আমরা মনে করব যে 0 — indes 

জায়গা আছে যা আপাতত অব্যবহৃত। অর্থাৎ গাণিতিকভাবে লিখতে গেলে আমাদের _ 

গুলো হলো A[1...5] এবং 410) আপাতত অব্যবহৃত আছে। আমাদের এই 4 _ 

| ভ সামের SUI হবে S, যেখানে S [i] হলো 4 আযারের 1 — inde 

lex পর্যন্ত সংখ্যাগুলোর যোগফল বা সাম (sum). যেহেতু আমাদের 4 আ্যারের। 
ঠাবিকভাবেই S আযারের দৈর্ঘ্য ও n. এখন কথা হলো আমরা কীভাবে ব hie. 

TOF (index) এ যাব (n সংখ্যকবার) এবং ৷ তম হনডেঞ্জের Man 

উমিউলেটিভ যোগফল বের করব। এভাবে করতে গেলে আমাদের টাই 

P'exity) দাঁড়াবে 0(॥2). একটু চিন্তা করলে দেখবে যে আমরা কঃ 

“রা যাক, আমরা 5 [; _ 1] জানি অর্থাৎ আমরা 411..:8- H8 


যা 
টি x 
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Mae noU C EGO আমাদের 4411 ---8] এর যোগফল 
বের করতে . 
নেই । বরং আগের A|... i — 1] তল রগ অর্থাৎ টী, 


'[? য়ে যাবে। এভাবে আমরা মাত্ৰ O (7 

এর সঙ্গে শুধু Ag যোগ সালেই দির হার ফেলতে পারব। অর্থাৎ আমরা ॥ ৰ 
আস = sli — 1] + Ali করব। একটু খেয়াল করলে দেখবে যে P 
iiri bi sio) ব্যবহার করছি, সুতরাং আমাদেরকে [0] = 0 বসাতে হবে 3 
শুরুতে। আমরা চাইলে লুপ 1 থেকে শুরু না করে 2 থেকে শুরু করতে 'রতাম এবং 91] = Afi 
বসাতে পারতাম। তবে মনে হয় 510] = 0 বসানো অনেক বেশি সহজবোধ্য | এই ত্যারে 

করে কিন্তু আমরা খুব সহজেই আযারের এ হতে b পর্যন্ত যোগফল বের করে ফেলতে পারি। আমাদের 

: 510] — Sla — 1]. 

রর iw বা 1 — dimensional (1D) আযারের কিউমিউলেটিভ যোগফল। 
আমরা চাইলে ছ্িমাত্রিক বা 2— dimensional (2D) আ্যারেতেও এই পদ্ধতি ব্যবহার করতে পারি। 
21) তে আমাদের সমস্যাটা দাঁড়াবে কিছুটা এরকম- আমাদের কাছে একটি 219 MÈRA থাকবে। 
আমাদেরকে (a, b) হতে (c, d) পৰ্যন্ত বিস্তৃত আয়তক্ষেত্রের ভেতরের সংখ্যাসমূহের যোগফল বের 
করতে হবে ৷ আগের মতোই আমরা ম্যাট্রিক্সের প্রত্যেক স্থান (i, j) এর জন্য (1, 1) হতে (i, j) পর্যন্ত 
আয়তক্ষেত্রের ভেতরের সংখ্যার যোগফল বের করব। যদি আমাদের এই যোগফল রাখার ত্যারে 
হয় S এবং আমাদের মূল ত্যারে হয় 4 তাহলে আমরা লিখতে পারি: 9][}] = 9 _1])]+ 
১7-11-5717 -- 1] + Alili]. তুমি একটি ছবি আঁকলেই বুঝতে পারবে কেন এই সুত্র 
সঠিক। এই সুত্র ব্যবহার করে আমরা সব প্রিফিক্স (prefix) যোগফল (আসলে প্ৰিফিক্স যোগফল 
বলা ঠিক হচ্ছে না কিন্তু তোমরা আশা করি বুঝতে পারছ আমি কী বোঝাতে চাচ্ছি) Ta O(n?) 
সময়েই বের করে ফেলতে পারব (ধরে নেই আমাদের মূল ম্যাট্রিক্সটি n x n আকারের)। এখন 
24 হলো আমরা (a, b) হতে (c, d) পর্যন্ত বিস্তৃত আয়তক্ষেত্রের ভেতরের সংখ্যাসমূহের যোগফল 
কীভাবে বের করব? খুব সহজ: 5[]][0] — Sla — ][0] - Sab = 1] + Sla- ][o— 1]. আশ 
করি বুঝতে পারছ যে, ত্রিমাত্রিক বা 3 — dimensional (3D) আযারের ক্ষেত্রে সুত্রগুলো দেখছে 


এখন এর পরে যখন এ] 
নতুন করে বের করার দরকার 


কেমন হবে! 


Maximum sum problem) - 


s [E 
. AX = 
S.» 


করা যাক আমাদের ত্যারে হজ /70099702০77) (dns 
"০9.4 এই সাব-আ্যারে নিলে a Ll তাহলে 
যা 6, 2,4 পাওয়া যাবে।১ খুবই সহজ পদ্ধতি হতৈ আমাদের উত্তর 


জন্য একটি লুপ চালিয়ে তার যোগফল 
90 কারণ আমাদের মোট সাব-জ্যারে আছে 01: টি আমাদেরা সব 
লাগবে O(n). আমরা চাইলেই এ যাগ এবংপ্রতিটির 


এরি। আমরা তো একটি লুপ দিয়ে সাব-আ্যারের শুরুর মাথা বের করার লুপ বাদ দিয়ে 
পর মাথা। এখন মনে কর প্রথম লুপের মধ্যে একটি 
আমরা শেষ মাথা বাড়াচ্ছি তখন আমরা এই sum এর —É à যখন দ্বিতীয় 
- বন, তাহলে এই sum এর ভিতরে সবসময় সাব-আ্যারের যোগফল 


ব্যবহার করতে পারি? খেয়াল কর, আমাদের যোগফলের 
ময় লাগবে O(n) আর প্রতিটি সাব-্যারের উপর লুপ চালিয়ে তার যোগফল আমাদের 
eive যোগফলের SUTCS থেকে বের করতে সময় লাগবে O (1). যেহেতু আমাদের 
ব্ল আছে প্রায় n? টি, সুতরাং আমাদের টাইম কমপ্লেক্সিটি O (52). আমাদের খুব একটা 
না। 
চিত্ত করে দেখ আমরা কনজিকিউটিভ যোগফলের ত্যারে ব্যবহার করে কীভাবে কোনো 
আ রর মান বের করতে পারি? আমাদের i হতে? পর্যন্ত যোগফল হবে 5[;]- 5-1. 
কথা চিন্তা করলে জিনিসটি এমন যে, বাইরে j এর লুপ চলবে, ভেতরে 1 হতে ) পর্যন্ত; এর 
ব্লিআর এই দুই লুপের মধ্যে আমরা S [5] — S [i — 1] এর মান বের করব আর তাদের সবার 
IDP বের করব। এখন বাইরের লুপ) এর জন্য ভেতরের লুপ i এর [1, j — 1] এর মধ্যে 
শির জন্য আমরা 517] — Sfi — 1] এর সর্বোচ্চ মানটা পাব? আমাদের এই চিন্তাধারাটা 
লো করে দেখ। আমরা এখানে j কে নির্দিষ্ট করে ফেলছি এবং জানতে চাচ্ছি যে ॥ এর 
নের জন্য আমাদের উদ্দেশ্য সফল হবে। এখন তোমরাই বলো যদি Slj) _ Sli — !] এ 
নিদিষ্ট করা হয় তাহলে 9[/] — S[i _ 1] কে সর্বোচ্চ করার জন্য তোমরা কোন Si — 1 
অবশ্যই সৰ্বনিয় Sli _ 1] কে বা [0 . . . / — 1] এর মধ্যের সর্বনিয় মানকে। আমরা 
লই বাইরের লুপ j এর মধ্যেই 1...) - 1 এর সর্বনিয় মান বের করে ফেলতে 
TA ভেতরের লুপের দরকার নেই। আসলে খেয়াল করলে দেখবে তুমি যা 


শে হয় আমার কাছে। তবে তোমরা অনেকেই হয়তো ক্লাসে বা সন 
৷ একটি পদ্ধতি দেখেছ। সেই পদ্ধতি বলা অনেক সহজ কিন্তু সে কে, 
কানে হয় না, সত্যি কথা বলতে সেটি কেন সঠিক তা আমি নিজেকে 
১ ** বেশ খানিকটা সময় ব্যয় করে ফেলেছি। যাই হের: 


Dg 


যারে কে contiguous subsequence নামে চেনে। 


২২৯ 


ATH 0৮৫৫7. এখন ত্যারের শুরু থেকে শেষ ore 


তামরা ভ্যারিয়েবল রাখবে ধরা 
একক জায়গায় সেখানের মান sum এ যোগ কর। যদি দেখ eum এর মান হয়ে 

৮.৩ pe^ | জায়গায় sum এর যেই মান 

গেছে তাহলে sum কে 0 করে দাও। এভাবে প্রত্যেক পাচ্ছ Ye 


সর্বোচ্চ বের করার জন্য mar নামের একটি 

am en nme sum রীখব। এখন কথা হলো এটি কেন 
adapa sum এর মান হবে ওই পৰ্যন্ত শেষ হওয়া সব সাব-আ্যারের ই 
যোগফল। গাণিতিক আরোহ বা ইনডাকশন (induction) এর মতো করে চিন্তা কর। এই কথাটি 
তে থাকা অবস্থায় সঠিক ছিল কারণ sum কে আমরা O দ্বারা ইনিশিয়ালাইজেশন (initialization) 
ai- 1 অবস্থানে; - 1 এ শেষ হওয়া সাব-আ্যারেদের মধ্যে সর্বোচ্চ যোগফল sum এ আছে৷ 
তাহলে আমরা যখন $ এ যাব তখন আমাদের পদ্ধতিতে sum এ i পর্যন্ত শেষ হওয়া সাব-আযারেদের 
মধ্যে সর্বোচ্চ যোগফল কি পাব? অবশ্যই, কারণ? এ শেষ হতে গেলে আমাদের i তম উপাদানকে 
নিতে হবে এবং - 1 এ শেষ হওয়া সর্বোচ্চ যোগফল বিশিষ্ট সাব-আযারেকে নিতে হবে। তবে এই 
সর্বোচ্চটি যদি আবার খণাতুক হয় তাহলে কিন্তু এটি না নেওয়াই ভালো অর্থাৎ? পৰ্যন্ত শেষ হওয়া 
ফাঁকা আরে আমাদের সর্বোচ্চ মান দিবে এরকম চিন্তা করতে পার। একটি কথা বলে রাখা যেতে 
পারে যে, আমাদের এই পদ্ধতিতে উত্তর কিন্তু কমপক্ষে 0 হবে। এর যুক্তি হলো, আমরা যদি ফাঁকা 
সাব-আযারে নেই তাহলেই 0 পাওয়া সম্ভব। তবে যদি এটি বলা থাকে যে সাব-আ্যারের দৈর্ঘ্য কমপক্ষে 
1 হতে হবে তাহলে তোমাদের এই পদ্ধতিকে সামান্য পরিবর্তন করতে হবে। কী পরিবর্তন করতে 
হবে এটি তোমরা নিজেরা বের করে নিও। 


৯.২.২ দ্বিমাত্ৰিক সর্বোচ্চ যোগফল সমস্যা (Two dimensional Maximum 
sum problem) 


তোমাকে দ্বিমাত্ৰিক বা 21) একটি আ্যারে দেওয়া আছে, তোমাদের এমন একটি আয়তক্ষেত্ৰ বের 
করতে হবে যার মধ্যে থাকা সব সংখ্যার যোগফল সর্বোচ্চ হয়। আশা করি তোমরা এই প্রবলেমের 
সরল সমাধান (naive solution) বের করে ফেলেছ যার কমপ্নেক্সিটি O(n*). এই 
সামরা আয়তক্ষেত্ৰের দুই কোনা চারটি লুপ চালিয়ে বের করব এবং আরও 
সায়তক্ষেত্রের ভেতরের সংখ্যাগুলোকে যোগ করব। আমরা চাইলে প্রতি 
সারি (row) তে কনজিকিউটিভ যোগফল পদ্ধতি ব্যবহার করে কমপ্রেরি 
পারি ৷ ধরা যাক আমরা প্রতিটি কলামে কনজিকিউটিভ যোগফাে 
AITSCSURS দুই কোনা চারটি লুপ চালিয়ে নির্ধারন ক 
যেখানে ৫ S c,b € d এবং ৫ ও c ধরা যাক 5 খা এর | 
এই চারটি লুপের ভেতরে আরও একটি লুপ চালাব | d 3 


ই 
> ছু 
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যোগফলের | 
করে ফেলতে পারি। এই পদ্ধতিতে আমারে কমপেক্সিটি 
কনজিকিউটিভ যোগফল পদ্ধতি ব্যবহার করে O(n y q 


তোমাদের আগের OTua pdea Con 
f যোগফল বের 


TTE 
করে ভেতরের সব সংখ্যার বলে lia পা[/-11+94-1]৮- 


নানা এই সমস্যার সবচেয়ে ভালো সমাধান হলো O(n’). 


ভেতরে না বরং সমান্তরাল. চাইলে 
সর্বোচ্চ যোগফল বের 


৩ প্যাটার্ন (Pattern) খোঁজা 


৯.১ LightOJ 1008 


আমাদের টেবিল ৯.১ এর মতো একটি ছক থাকবে। বলতে হবে n সংখ্যাটি কোন সারি এবং 
"কলামে আছে। ॥ এর মান সর্বোচ্চ 1015 হতে পারে। 


টেবিল ৯.১: LightOJ 1008 সমস্যার টেবিল 


! থাকবে কারণ 9? = 
! esr ww wepdtjagát o 81 আর 
ge থাকলে সে কত আকারের বর্গে থাকবে তা ৫ ১ 


যাক 85 নেই তাহলে এ য়া 
ent n দেও? ০ 
তাহলে কোনো একটি aret কিন্তু বৰ্গমূল বের করলে তো ভগ্মাংশযুক্ত সংখ্যা 
বের করতে পারি? বর্গমূল হয় floor নিতে হবে অথবা ceiling নিতে হবে। কিন্ত Mc? 


তাহলে? উপায় হলো | করতে হবে। ধরা যাক, n = 3, তাহলে S 
এক্ষেত্রে আমাদের ৬৯১ «wm বর্গে আছে, সুতরাং আমাদের selling নিতে oA 
Mm একটি সৰ্বনিম্ন মান 7 ৬৯৬০০ ৯ Umi 
inary search) করে এই £ বের করতে পার বা math p 
rec n | ex sqrt ফাংশন ব্যবহার করতে চাইলে পূর্ণ বর্গ সংখ্যা a, 
বের করার সময় একটু খেয়াল রাখতে হবে। এসব ক্ষেত্রে সাবধানতার জন্য আমি যা করিতা 
নিজে একটি এ ফাংশন লিখি যেখানে math.h এর sqrt ফাংশন কল করি এবং তার ০1 
নেই বা int টাইপে টাইপকাস্টিং (type-casting) করি। ধরা যাক এই মান হলো y, এখন আমি 
॥- 1 থেকে y + 1 পৰ্যন্ত একটি লুপ চালাই এবং এই লুপ চালিয়ে সিদ্ধান্ত নেই যে কোন মান্ট 
আসলে সঠিক। আরেকটি জিনিস, তা হলো এই যে আমরা বের করলাম যে আমাদের ceiling নিচে 
হবে বা floor নিতে হবে এসব সুত্র বের করার সময় বাউন্ডারি কেইস (boundary Case) দিয়ে 
সুত্র ভালো করে যাচাই করে দেখতে হবে। যেমন আমাদের এই প্রবলেমে বাউন্ডারি কেইস হবে 
| 9.4 5.9.10,16.... অনেক সময় দেখা যায় তুমি যেই সুত্র বের করেছ তা বাউন্ডারি কেইসে 
কাজ করে না। যাই হোক, আমরা তাহলে পেয়ে গেলাম কোন বর্ণে আমাদের সংখ্যা আছে। যদি + - 
[77] হয় তাহলে n হয় £-তম সারিতে না হয় £-তম কলামে আছে (ধরে নিলাম আমাদের টেবিলটি 
নিচ হতে উপরে এবং বাম হতে ডান দিকে 1 — indexed) |f cel«fo সত্য? যদি টেবিলের দিকে 
তাকাও তাহলে দেখবে যে £ যদি জোড় হয় তাহলে আমাদের বর্গের শেষ ফিতাটি বাম হতে নিচ 
আসে, আর যদি বিজোড় হয় তাহলে নিচ থেকে বামে যায়। আমাদের এই ফিতাটির এক পাশের 
আকার 2. সুতরাং আমরা যদি জানি যে n এই শেষ ফিতাটিতে কত তম সংখ্যা তাহলেই আমাদের 
সমাধান হয়ে যায়। খেয়াল কর আমরা যদি % তম ফিতায় থাকি তাহলে এর আগের ফিতাটির শেষ 
সংখ্যা হলো (x — 1)? সুতরাং আমাদের সংখ্যাটি শেষ ফিতাটির n — (x — 1)? তম সংখ্যা। এফ 
দেখতে হবে « জোড় না বিজোড়। ধরা যাক বিজোড়। তাহলে দেখতে হবে & = n — (7114 


বড় হয় তাহলে row = r এবং column = 1 102 -1৮ 


হলো তা বোঝাতে হবে না। একইভাবে "M T 


৯.৩.২ জোসেফাস সমস্যা (Josephus Py 


হত্যা করে এরপর পরের 

দিয়ে তারপরের জন এভাবে চনতে সের জনতার 

নর তাদের একজন ছিল জোসেফাস। তারা দুইজন আর ও টলতে একসময় 
il ফেলি এ 

j মানুষ (last Mera. ই p 
॥আমরা বিভিন্ন n এর মানের জন্য সৰ্বশেষ জীবিত মানুণ এই সমস্যা সমাধানের চেষট 
নে l-indexed). টেবিল ৯.২ 4 n = | হতে 15 এর জন্য " 

e দেওয়া হলো। MON জীবিত mn 


1৯.২: জোসেফাস (Josephus) সমস্যায় n এর বিভিন্ন মানের জন্য সৰ্বশেষ জীবিত মানুষের 


শা করি তোমরা প্যাটাৰ্নটি বুঝতে পারছ? হয়তো কেউ কেউ বুঝতে পারছ যে প্যাটার্ন কিছু 
’ আছে কিন্তু সেটিকে হয়তো নির্দিষ্ট করে বুঝতে পারছ না। যাই হোক, তাহলে খেয়াল কর, 
কি 2 এর ঘাতে আমাদের উত্তর হয় 1 আর এর পর পরবর্তী 2 এর ঘাত পর্যন্ত উত্তর 2 করে 
ঠথাকে। অর্থাৎ ॥ দিলে আমাদের প্রথম কাজ হলো এমন একটি সবচেয়ে বড় c বের করা 
E e c WP 
< n হয়। তাহলে 2(n — 27) + 1 হবে উত্তর। m 
মরা চাইলে একে রিকার্শন (recursion) এর মাধ্যমেও সমাধান S309 AT 
নিতে চাইছ যে n জনের জন্য উত্তর কত। তাহলে আগে n — 1 পর দাদা 
এখন তুমি ॥ জনের প্রথম জনকে কাটো এবং 3 নম্বর জনের কাছে ' 


ৰা 
rag o A 


| ধর তাহলে কোন জন বেঁচে যায়, তাহলে এ যদি SAT 


এক জনকে বাদ দিয়ে পরের" জন না বলে "॥ জনকে বাদ দিয়ে গরে 
CT তোমরা চাইলে ডোনাল্ড নুথ (Donald Knuth) এর Tona 
vU আরও বিস্তর পড়াশোনা করতে পার। T. 


২২৫ 


৯.৪ একটি নিৰ্দিষ্ট Sins gae co IT TT 


৪.১ একমাত্রিক (One Dimensional বা 1D) 
৯.৪. 


1D আযারে দেওয়া আছে। এখন তোমাকে যেকোনো ॥ 
নে কর তোমাকে er ময়া হনে এই সীমায় মধ্যে বো সজা করত noQ 
তোমাকে ॥ আকারের সাব-আযারেই জিজ্ঞাসা করা হবে তবে সেই সাব-জ্যারে বিভিন্ন জায়গা ২ 
হতে পারে। তুমি কীভাবে খুব দ্রুত এই সমস্যা সমাধান করতে পারবে; যদি ত্যারের আকার ॥ হয় 
তাহলে তো আমরা O (nA) এ সমাধান করতে পারি। আমরা O (nh) এ সব স্থানের জন্য উত্তরের 
করে একটি আ্যারেতে রেখে দিব এবং এর পর তুমি যেই সাব-আ্যারের কথাই জিজ্ঞাসা কর না নে 
তুমি সেই উত্তরের আযারে দেখে বলে ফেলতে পারবে। কিন্তু O (nh) খুব বেশি হয়ে যায়। তোমরা 
চাইলে square root segmentation বা সেগমেন্ট ট্রি (segment tree) ব্যবহার করে একে 
O(ny/n) বা O(nlog n) এও সমাধান করতে পার। তবে মজার ব্যাপার হলো আমরা একে 
O(n) এ সমাধান করতে পারি। তোমরা যারা RMQ এর টারজান (Tarjan) এর O(n) সমাধান 
জানো তাদের বলে রাখি যে, সেই সমাধানের constant factor অনেক বেশি। সুতরাং আমরা 
সেই সমাধান বলব না। বরং আমাদের যে বলা আছে যে আমাদের কুয়েরি (query) সাব-আযার 
সবসময় h আকারের হবে সেই তথ্য কাজে লাগাব। 
প্রথমে আ্যারের প্রতিটি ইনডেক্সকে mod / ভাবে কল্পনা কর। এখন আমাদের দুটি আ্যারের 
দরকার হবে। ধরা যাক একটি হলো 4 এবং অপরটি B. 41] তে থাকবে; থেকে শুরু করে;বা; 
এর পরের h _ 1 mod ওয়ালা ইনডেক্স পর্যন্ত সাব-আ্যারের সর্বোচ্চ সংখ্যা। আর Di] এ থাকবে 
৷ বা এর আগের 0 mod ওয়ালা ইনডেক্স পর্যন্ত সাব-আ্যারের সর্বোচ্চ সংখ্যা। যেমন h = 4 এর 
ক্ষেত্রে চিত্র ৯-৩ এ আমরা দুটি সারিতে A এবং D এর সীমা দেখালাম। A আর B এর আরে 
বের করতে কিন্তু আমাদের O(n) সময় লাগবে। B বের করার জন্য তুমি মূল আ্যারের সামনে 


পরের h — 1 mod ওয়ালা 


| [0.3] | [5,3] | (2, 3j 
| 0.0] | (0, 1] | [0, 2] 


n-p4-1)x( _ 971) আকারের সাব-আ্যারে। এটিই তোমাকে শেষ উত্তর দিচ্ছে। অর্থাৎ 
বর্তিত আযারের কোনো একটি অবস্থান (a, b) তোমাকে (a,b) — (a--p—1,5-q— 1) 


রের সর্বোচ্চ সংখ্যা বা সর্বনিয় সংখ্যা দিবে। 


লীস্ট কমন আযানসেস্টর (Least Common Ancestor) 


শিকর একটি ট্রি দেওয়া আছে। এখন দুটি নোড দিয়ে জিজ্ঞাসা করা হবে তাদের লীস্ট কমন 
শর (least common ancestor) কে? লীস্ট কমন আ্যানসেস্টর হলো সবচেয়ে নিচের 
“কট নোড যেটি কুয়েরির দুই নোডেরই আ্যানসেস্টর (ancestor). আমাদের বর্ণনার 
জন্য ধরে নেই এই কুয়েরির দুইটি নোড হলো c এবং y. O(n) এ সমাধান করা 
৷ সহজ কিন্তু আমরা চাই আরও দ্রুত এই কুয়েরির উত্তর দিতে। আমরা এখানে কীভাবে 
29 (n) এ প্রিপ্রসেসিং করে O(log (n)) এ এই কুয়েরির উত্তর দেওয়া যায় তা দেখব। 
4:009 ()] = 17 তাহলে আমরা 7৫7117 + 1107] আকারের একটি Sura 

, 9Ib নোড j এর জন্য আমরা parent[0][i] এ i এর প্যারেন্ট (parens, 
je. ক্ষেত্রে আমরা চাইলে রুটকেই রাখতে পারি বা কোনো « 


t= 0| = O(root). - 
3 E বোঝা গেলো কিন্তু parent[j][i] এর মানে কি? parentijj 
গর প্যারেড যেমন j = 0 তে আছে এর 2 = তম 

| র প্যারেন্ট অর্থাৎ বলতে পারো দাদা বা A 


২২৭ 


(HAGE র গ্র্যান্ডপ্যারেন্ট)। এরকম করে। 
j = 2 তে থাকবে ঢ় DFS এর ৮০৮ ৯ AS আসবে সেই e 
ফা পূরণ করতে হবে। এটি পূরণ করার উপায় হলো চা নে 

rent[O . , . 11116 ৮4 atl. মানে at এর : 

pti - s n d এর আরে O(n log (n)) সময়ে পূরণ করে | 
এভাবে ভুমি সব মোডে মে তে টি নোড আছে, আর আমরা 2 ন নেই NITORE দেখছিতাই 
ecards Vir REIN এর বেশি ধাপের দরকার | উদাহরণ দেওয়া যাক 
কোনো নোড হতে ₹ | 


মনে কর ॥ = 10, তাহলে [log(10)| = 4 (আশা করি বোঝা যাচ্ছে যে আমরা 2 ভিত্তি 


j যেকোনো নোড হতে) = 4 তম প্যারেন্ট নেওয়া মানে 
মা es | "E 10 ot paren aa 
21 = 16 তম প্যারেন্টে যাওয়া। যেহেতু আমাদের নোডই 
টিং ১২৪ সেই বিষয়ে। প্রথম কাজ হলো + এবং 
কুয়েরির সময় কী করতে হবে ty 
= p Rh ir ললি এ আছে তাকে 7 এ নাও। এখন 7 কে; এর 

tia ada Vah iv ias আনার উপায় সহজ, তুমি প্রথমে parent[17][z] দেখ, যদি এটি 

x int ace ORL | প্যারেন্ট অর্থাৎ parent[16][z চেষ্টা 
giia èi parent|17]|x] কর। এভাবে 17 থেকে 0 পর্যন্ত লুপ চালিয়ে এই কাজ করলে; 
ps একই গভীরতায় চলে আসবে এবং এ জন্য তোমার সময় লাগবে O (log (n)). যদি + ও 
একই হযে যায় তাহলে তো dtd কমন নস্ট আর যদি নাহয় উই 17 হতে 
0 পৰ্যন্ত লুপ চালাও | ধরা যাক এটি? এর লুপ। এবার দেখ parent [2] [] আর parenti] y] একই 
কিনা। যদি একই হয় তাহলে? এর লুপ continue কর আর যদি না হয় তাহলে + = parent(i]z| 
এবং y = parenti][y] কর। এভাবে 0 পৰ্যন্ত লুপ চালানোর পর, উত্তর হবে 2 বা& mge 
প্যারেন্ট বা parent(0][z]. কেন? কারণ 29427 +... 2"-1 = 95 _ 1 উত্তরটা 
হয়ে গেলো কিন্তু আশা করি তোমরা চিন্তা করে বের করে ফেলতে পারবে। 
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অধ্যায় ১০ 


জ্যামিতি (Geoemetry) এবং 
কম্পিউটেশনাল জ্যামিতি (Computational 


Geometry) 


Geometry এর মানে হলো জ্যামিতি। কম্পিউটেশনাল জ্যামিতি (Computational 


Geometry) হলো জ্যামিতি বিষয় 
— বিষয়ক আালগরিদমের পাঠ। আমরা এই চ্যাপটারে এই দুই বিষয় 


পরিবত্তের ব্যাসার্ধ বের Mw PAIA $গিট০৪170106) 
A ব্যাসার্ধ বের কর (radius of innercircle) 

অন্তঃবত্তের , 

তিনটি মধ্যমা (median) এর দৈর্ঘ্য বের কর 


তিনটি উচ্চতা (height) বের কর ^ - x 
র বের না করে বলতে পারবে কোনো 

Ee et (right) «t স্থূলকোণী (obtuse) কিনা? এটি কণ 

দরকার হয়। কারণ আমরা যতটা সম্ভব ফ্লোটিং পয়েন্ট সংখ্যার 

কম করার চেষ্টা করি। যদি ত্রিভুজের তিন বাহু পূৰ্ণ সংখ্যায় দেওয়া থাকে 

তাহলে আমরা ফ্লোটিং পয়েন্ট সংখ্যার হিসাবনিকাশ না করে বলে দিতে পারি 

ত্ৰিভুজটি সূক্ষ্মকোণী/সমকোণী/স্থূলকোণী কিনা। বা আসলে কোনো একটি কোণ 


সূক্ষ্মকোণ/সমকোণ/স্থূলকোণ কিনা। উপায় হলো, আমরা জানি পিথাগোরাসের 
হলো ৫+ = 8১2) ac যেখানে ৫ হলো সমকোণের বিপরীত বাহু বা অতিভূজ। এ 


তুমি যদি = এর পরিবর্তে < বা > বসাও তাহলেই তুমি বলতে পারবে যে তারা 
সূক্ষ্মকোণ/স্থূলকোণ কিনা। 
c ধর একটি r ব্যাসার্ধের বৃত্ত আছে। এখন এর কেন্দ্র হতে d দূরত্ব দূরে একটি সরলরেখা 


টেনে বৃত্তের একটি অংশ কেটে ফেলে দেওয়া হলো। বলতে হবে বাকি অংশের ক্ষেত্রফল 
কত? বাকি অংশের পরিধিই বা কত? এটি যদি বৃত্ত না হয়ে একটি গোলক (sphere) হতো 


তাহলে সুত্রগুলো কেমন হতো? 
১০.২ স্থানাঙ্কভিত্তিক জ্যামিতি (Coordinate Geometry) 
এবং ভেক্টর (Vector). 


"cy T 
মরা আগের সেকশনে জ্যামিতির খুবই মৌলিক কিছু হিসাবনিকাশ দেখলাম। এখন আম 
কিছু স্থানাঙ্কভিত্তিক জ্যামিতি (coordinate geometry) আর ভেক্টর (vector) দে 
হয়তো এক ফাঁকে জটিল সংখ্যা (complex number) ব্যবহার কা 
নাক ভতিক জ্যামিতির কিছু কিছু হিসাবনিকাশ আরও সহজে করা যা; 
স্থানাঙ্কভিত্তিক Mb 


দ্বিমাত্ৰিক বা 2 dimensia (2D) স্বানাঙ্কভিত্তিৰ 
বিন্দু (Point) বানিয়ে ফেলতে পারি একইভাবে সেই এ 


ভেষ্টর এর কাজও করে ফেলতে পারি। সুতরাং দেখা যায় 
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(subtraction) «mwipdfjagateom. e | 
| 08০1, বিনে) ইত্যাদি ফাংশন বা অপারেটর ওভারলোডিং (po Product), apy গুণন 
: produc | Operator Overloading) 


অনেক 
খা আর রশি। রেখা হলো যার দুই দিকেই কোনো সীমা নেই লাতেই পড়েছি: 
সীমা আছে আর রশ্মি হলো যার এক দিকে সীমা। একটি রেখাকে আমর হলো যার 
ন ত পারি। এদের একটি হলো y == mgr + CI অর্থাৎ শুধু m আর ০ দিয়ে একটি 
- করা হবে যেখানে রেখার সুত্র হবে y = mge + ০, 


বেশির ভাগ সময়ই আমাদের ফ্লোটিং পয়েন্ট সংখ্যার দরকার হয়। কারণ দুটি বিন্দু (e, y) 
[ra o) দেওয়া থাকলে এদের ভেতর দিয়ে যাওয়া রেখার m = u- 

i একটু জটিল হিসাবনিকাশ করতে হয় (যেহেতু এই রেখাটি 21, y1 দিয়ে যায় তাই তুমি m এর 
«71, y1 এই সূত্রে বসিয়ে দাও তাহলেই c এর মান পেয়ে যাবে)। এর থেকে ভালো উপায় 


গ্লিধাকে উপস্থাপন করার আরেকটি উপায় হলো প্যারামেট্রিক রুপ (parametric Form) 
(এটি বেশ কাজের। ধর তোমাকে দুটি বিন্দু A( Ta, Ya) এবং Bro, y) দেওয়া আছে। তুমি 
ভেতর দিয়ে যায় এরকম একটি সরলরেখার প্যারামেট্রিক রুপে উপস্থাপন (parametric 
esentation) bte i এটি হবে: A +/(73 — A). এখানে B — A কে একটি ভেষ্টরের মতো 
18145 উদাহরণ দেওয়া যাক, মনে কর A(1, D) আর (4,6) এর ভেতর দিয়ে যায় 
৷ 89 রেখার প্যারামেট্রিক রুপ বের করতে চাই। এটি হবে (1, 1) + ![(4,6)- (1, D] ৰা 
2) বা (1 + 36,1 + 50). একটু অদ্ভুত তাই না? সমস্যা নাই এই অনুচ্ছেদে 
পড় তাহলেই বুঝবে এর কাহিনী কী। এখন এই উপস্থাপনের কিছু সুবিধা। 

গাল ঠামার ফ্লোটিং পয়েন্ট সংখ্যার দরকার হয় না- যদি A এবং B দুটি 
বিন্দু হয়। আবার খেয়াল কর ! এর মান যদি [0,1] এ 81১ 

Nb, হন করে। যদি [0 ০০) এ সীমাবদ্ধ হা de 
| চাও তাহলে হবে | oo, ০০]. জিনিসটি এমন যে তুমি A থে 
কিনে তিলে যাবে = () এর মানে তুমি তেই থাকবে (সুৱে (= in | 
|. ই শানে তুমি B তে, এর মধ্যের মান মানে তুমি A আর B এর মধ্যে 


)+10 


২৩৩ 


3৭ বসিয়ে ঠিক মধ্যের বা ।৩৭১ এব হ আনি | সর বিন্দুও বের 
তুমি? = 1/2 বা! পি < ("ন 686৭২৫যোতুমি উল্টো দিকে যাচ্ছ। উপরের ন 


আমরা এখন একে একে ম 5 বসাও তাহলে (2.5, 3.5) যা কিনা A আর B এর মধ্যের হয় 
(4,6) যা'কিনা 5. = ইত্যাদি বিয়ে দেখো যে আমার উপরের কথাটা সঠিক কিনা। রবি 
একই ভাবে গুটি বিন্দু 0০.) দিয়ে যদি বলা হয় এটি এই রেখার উপরে আছে কিনা : 
Am বর করা বেশ er তোমাকে A + t(B — A) = C এই সমীকরণ সমাধান 
"—€— আরেকটি সমীকরণ পাবে 1 এর এখানে ভ্যাৱি | 


ৃ কটি এবং এর জন্য 
p “মাকে দেখতে হবে এই দুই সমীকরণেই! এর সমাধান একই কিনা। এটা তো তুমি 


ং পয়েন্ট সংখ্যার হিসাবনিকাশ না করেই বলে ফেলতে পারবে তাই না? তবে ৮ 
কো বনি বলে এটি AB রেখার একই দিকে আছে কিনা তাহলে মনে হয় এভাবে সন্তু 
না সেক্ষেত্রে আমি যা করি তা হলো স্থানাঙ্কভিত্তিক জ্যামিতির ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল বের করার সুর 


ব্যবহার করি: 


ZA yA 1 
ZB yg 1 
to. yc 1 
এই নিৰ্ণায়ক বা ডিটারমিন্যান্ট (determinant) এর সুত্ৰ ব্যবহার করে আমরা যেমন ABC 
ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল বের করতে পারি (i দিয়ে গুণ আর পরম মান অর্থাৎ absolute value 
নিতে ভুলে যেও না) ঠিক তেমনি A, B, C একই সরলরেখায় কিনা (নির্ণায়কের মান শূন্য হলে) 
বা ABC কি ঘড়ির কাটার দিকে বা clockwise(cw) আছে নাকি ঘড়ির কাটার বিপরীত দিকেবা 
anti-clockwise বা counter-clockwise(ccw) আছে তাও বের করা যায়। A, B,C যদি 
CCW এ থাকে তাহলে নির্ণায়কের মান ধনাত্মক আর cw এ থাকলে খণাত্মক হয়। তোমার যদি মনে 
না থাকে W হতে গেলে ধনাত্মক না ঝণাত্বক হতে হয় তাহলে তুমি (0, 0), (0, 1) আর (1,0) 
বসিয়ে নির্ণায়কের মান বের করে দেখ। যেহেতু বেশির ভাগ মানই শুন্য সেহেতু তোমাকে খুব কম 


_ এখন চিন্তা করে দেখ তোমাকে যদি একটি বৃত্ত নরলৱেখা(দুটি বন ) 


‘স্থানাঙ্ক ট্রান্সলেশন (Coordin H 

ate transl রী 
কে স্থানান্তর করে (21,91) বিন্দুতে কা ation) করার মানে IN 
করা | 


হিসাবনিকাশ করার তা 


রঃ গা ছেদ যাব 


মী! এর মান দেখে বলে দিতে পারতে যে ছেদ বিন্দুটি রেখা হয়ে রেখাংশ হতো পাওয়া 
মার ছেদ বিন্দুই লাগে তাহলে স্থানাঙ্ক আবারও , শের উপর আছে না ৰাই” = 
চিন্তা করলে দেখবে এটি শুধু 21) তে না; নিতে 


এ )/) তেও ভুলে যেও 
এটি বিন্দু দিয়ে যদি বলে এই দুটি বিন্দু দিয়ে যায় এরকম টাবে কাজ করে। তোমাক 


) phere) এর ছেদ বিন্দু বের করতে তাহলেও কিন্ত তৃমি একই পদ্মায় সতে একটি 
নুসরণ করতে 

ত যখন চলেই আসলাম তখন বৃত্ত ও বৃত্তের কীভাবে 

ধারণ সমীকরণ হলো (7--০)4(/--8)2 = 2 বের করে এটিও দেখা যাক। 


Er ধরনের 
দুদ তুমি এই সমীকরণে বসাও তাহলে দুই পক্ষ সমান এ বৃত্তের উপরের 


dg y? এর টার্ম কাটাকাটি যায়)। এভাবে আমরা যেই সরলরেখার 
? ধর 11 আর £2 হলো দুটি বৃত্তের সমীকরণ আর £1 — E2 যদি আরেকটি সমীকরণ হয় 

যেসব সমাধান £71 ও E2 দুটিকেই সমাধান করে তারা £1 — E2 কেও সমাধান করবে। 

তের ছেদবিন্দু দিয়ে যায় এরকম একটি সরলরেখার সমীকরণ হলো আমাদের বিয়োগ করে 
্মীকরণ। যেহেতু বৃত্তের সমীকরণ জান আর ছেদবিন্দু দিয়ে যাওয়া সরলরেখার সমীকরণ 

হ্‌ এখন তুমি কিছু সমীকরণ সমাধান করলেই ছেদবিন্দুগুলো পেয়ে যাবে। তবে আগের 

আর করতে পারবে না কারণে এখানে সরলরেখার সমীকরণ হলো ৭৫4৮ = ০ধরনের। 

তি অবলম্বন করার আগে তোমরা দেখে নিবে যে বৃত্ত দুটি আসলেই ছেদ করে কিনা, না হলে 

| করার সময় বিপদে পড়তে পার। বিপদ মানে, শেষ পর্যায়ে এসে তোমাকে যখন 
মাকরণ সমাধান করতে হবে তখন তোমাকে চিন্তা করতে হবে এই সমীকরণের আদৌ 

আছে কিনা ইত্যাদি ৷ এসব বাড়তি চিন্তা থেকে মুক্ত হওয়ার জন্যই আগেই দেখে নিতে হবে 

রে কিনা ৷ ছেদবিন্দু বের করার চেয়ে বৃত্ত দুটি ছেদ করে কিনা সেটা বের করা সহজ। যদি 
দুরত্ব d হয় তাহলে দুটি বৃত্ত ছেদ করে যদি abs(r, — r2) < d < ra + 72 হয়। আরও 
না এখানে খেয়াল কর 4 এর মান বের করতে আমাদের একটি বৰ্গমূল বের করতে হয়! _ 


ক সমীকরণের কথা বলতে গিয়ে একটু ভেক্টরের কথাও বলে Y 
ই > ত দেখা যাক। মনে কর একটি রেখা আর একটি বিন্দু দিয়ে 
পা করা একটু কঠিন। একটি উপায় হলো রেখার উপর iii ees 
বাজ৷ ণ বের করো। ধরে নাও / তে পাদবিন্দু। ৷ - 
এদের নিয়ে একটি পিথাগোরাসের সুত্র লিখে ফেল তাত 
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পাদবিন্দু ফেলতে পারের 60113 হলো ধরে নাও পাদবিন্দু p 
তুমি বেক বিন্দুর ভেক্টরদের ডট গুণন নিলে তা শূন্য হওয়ার কথা। এই >, 
B হতে এ এবং যাবে। একইভাবে তোমাকে যদি বলে একটিকে 


করলেই তুমি /) এর স্থানাঙ্ক পেয়ে ৷ 
সমাধান করলেই ডে niens বের করতে হবে আশা করি তুমি তা বের করতে পারবে। 
এখন মনে কর তোমাকে দুটি বিন্দু দিয়ে বলা হলো এই দুটি বিন্দু যদি কোনো সমবাহু | 


শীৰ্ষবিন্দু vertex) হয় তাহলে অপর বিন্দু বের কর। তাহলে কীভাবে করবে? : 
শীৰ্ষবিন্দু বা তাও থে অপর বিন্দু (1, y) এবং এর পর এটি হতে উপর দুটি বিন্দুর দূর মি 
হবে এই বলে দুটি সমীকরণ দাঁড় করিয়ে তাদের সমাধান করতে পার। তবে এটি আমার কাছে একটু 
পেঁচানো লাগে। যারা স্থানাঙ্ককে রোটেশন (rotation) করাতে পার না তারা এভাবেই করতে পার 
শেষ অবলম্বন হিসেবে। কিন্তু যারা রোটেশন করাতে পার তারা হয়তো আরও সহজে করে ফেলতে 
পারবে। মূল বিন্দুর সাপেক্ষে স্থানাঙ্ক 9 কোণে ঘোরানোর উপায় হলো (2,%) — (20958 _ 
y Sin 8, sin + y cos 0). এই কথা বলার পর তোমাদের উচিত আমাকে বকাবকি করা। এই 
হড়বড়ে সুত্র কীভাবে মনে রাখা সম্ভব! অনেকে একে ম্যাত্রিক্স রূপে মনে রাখে: 


চোঁ |< PCOS O = ২ T 
H ad bet 0 ৫০০5০ | ৰি M (20.3) 
এটি বলার অপেক্ষা রাখে না যে, এটিও কোনো অংশে কম কঠিন নয়! তাহলে কি কোনো সহজ 
উপায় নেই? আছে, তবে এজন্য তোমাদের জটিল সংখ্যা সম্পর্কে মৌলিক জ্ঞান দরকার। আমি জানি 
না এখন উচ্চ মাধ্যমিকয়ের সিলেবাসে জটিল সংখ্যা আছে কিনা বা থাকলেও অয়লারের সুন্দর সুত্রটি 
দেখানো হয় কিনা। মনে হয় না আমাদের সময়ও অয়লারের সুত্ৰ দেখানো হতো। অয়লারের সুত্রটি 
হলো e” = cosh + isin 0. অনেকে মনে করে 9 = 7 বসালে পৃথিবীর সবচেয়ে সুন্দর সুত্ৰ 
ET + 1 = 0 পাওয়া যায় যেখানে বিশ্বের সব থেকে গুরুত্বপূর্ণ ধ্ৰুবক গুলো আছে: 0, 1, i, T, e. যাই 
হোক, চিত্র ১০.১ এ 1 একক ব্যাসার্ধের একটি বৃত্ত নেওয়া হয়েছে এবং এই বৃত্তের উপর X-অক্ষ 
হতে 6 কোণ দূরত্বে একটি বিন্দু নেওয়া হয়েছে ধরা যাক এর নাম P. এই বিন্দুটি অয়লারের 
উপস্থাপন অনুসারে ০. যদি বৃত্তের ব্যাসার্ধ r হতো তাহলে এটি হতো 7০. খেয়াল করলে দেখবে _ 
সপ 14519. টি ূ 
এত কিছু বলার কারণ হলো, তোমরা যদি কোনো একটি qu 
সেই ভেক্টর মূলবিন্দু সাপেক্ষে ccw দিকে 0 কোণে ঘুরে যাবে। 
OA যেখানে A এর স্থানাঙ্ক হলো (x,y). একে জটিল সং 7 
আমরা যদি ০ দিয়ে গুণ করি তাহলে আমরা পাব; _ 


A 
^ 
DN 1161 ৫৯৭ 
wv YN E ই 4 


6১০৫ ক 


.pdfjagat.com 


নকশা 30.3: জটিল সংখ্যার অয়লারের উপস্থাপন 


নয করব ভেক্টর কত শক্তিশালী হতে পারে তার একটি উদাহরণ দিয়ে। ইচ্ছা করেই আমি 
মস্যার 21) ভ্যারিয়েশন (৪1181706101) টি উদাহরণ হিসেবে না নিয়ে 31) ভ্যারিয়েশনটি 
, উদ্দেশ্য তোমাদের দেখানো যে মাত্রা বা ডাইমেনশন (dimension) বাড়লেও ভেক্টরের 
নিকাশের জটিলতা ততটা পরিবর্তন হয় না। আমাদের সমস্যা হল, 0 কেন্দ্ৰবিশিষ্ট r ব্যাসাৰ্ধের 
গোলক আছে। গোলকের উপর কোনো রশ্মি পড়লে তা প্রতিফলিত হয়। A হতে AB নির্গত 
[ধরা যাক 1 সেকেন্ডে 1 একক দূরত্ব যায়। বলতে হবে t সময় পরে A হতে AB এর দিকে 
রশ্মি কোথায় গিয়ে পৌঁছায়। যদি ALB রশ্মি গোলককে ছেদ না করে (প্যারামেট্রিক সমীকরণ 
রকরে ছেদ করে কিনা তা তো বের করতে পারবেই) তাহলে তো এটি বের করা ব্যাপারই না! 
চলো ছেদ করলে কী হবে। আমরা প্রথমে প্যারামেট্রিক সমীকরণের সাহায্যে ছেদ বিন্দু বের 
ধরা যাক ছেদ বিন্দু হলো P. এখন আমাদের বের করতে হবে AP রশ্মি প্রতিফলিত হয়ে 
দকে যাবে সেই দিক। এখন OP ভেক্টর আঁকি, এটি আলোর প্রতিফলনের জন্য লম্ব হন 
করবে। আমরা O P কে 0 পৰ্যন্ত বাড়িয়ে দেই। যদি আমাদের প্রতিফলিত রশ্মি / হু 
41”) তাহলে আমরা বলতে পারি /APQ = 47৫, ৰ 
এসব কিছু আঁকা আছে। EL 
৮. 4 হতে PO এর উপর AR লম্ব টানি (BR ও তাহলে QUOS E 
I ip. 4/; s» একইভাবে Bp BR 
= BP— HR. কিন্তু AR = -BR সুতরাং BP = ATT 
ও Pউভয়ই আমাদের জানা। কিন্তু AR জানি না। আমরা চাইলে . 
আগের বলে দেওয়া নিয়মে বের করতে পার IS = a 
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নকশা ১০.২: গোলকে প্রতিফলন 


ভেক্টরীয়ভাবে সমাধান করব। আমরা যদি কোনোভাবে RP বের করতে পারি তাহলেও কিন্তু হবে। 
এখন RP হলো AP এর QP বরাবর উপাংশ বা কম্পোনেন্ট (component), যেটি আমরা GOP 
বরাবর একক ভেক্টরের সঙ্গে ডট গুণন করলেই পেতে পারি। কিন্তু আমরা কিন্তু 0 একটি যেকোনো 
(arbitrary) বিন্দু ধরেছিলাম তবে GP এর দিকে OP এর দিকের সম্পূর্ণ বিপরীত দিক আর 


ত 


১০.৩ কিছু কম্পিউটেশনাল জ্যামিতির 


১০.৩.১ কনভেক্স হাল (Convex Hull) 


তোমাকে 21) r 
hull) বের কম| কবিরা মাছে, c 
৮ বহুভুজ (convex polygon) বানানো যায় তাই ৰ 
কোনো তিনটি একটি বহুভুজ যার প্রতিটি কোণ 1809 এ 
পার। একে একই রেখার উপর 28 

এভাবেও চিন্তা করতে পার. প্রদত্ত E L \ 
n faros: 


Eee প্রসারিত কনে পথ পেকেককে পেচিয়ে 
এগলো দিয়ে যায় এবং একটি কন দেখবে 

হকে ঘেরাও করে যেসব কনভেব্স আঁকা যা” চায়! এটিই রাবার খুব 

j নভেক্স হালের তাদের ০ 
পরিসীমা এই কনভে ; মধ্যে সবচেয়ে ছোট ৯ দত্ত 


ক্ষেত্ৰফল 


» 3 > হবে, 

0, এখন এই বিন্দুকে কেন্দ্ৰ করে অন্যান্য বিন্দুপ্ুলোকে নয়া বিন্দু নেব। ধরা যাক এটি 
নিস খেয়াল রাখতে পার, এক: তোমরা চাইলে পরবর্তী CCW এ সর্ট করব। এক্ষেত্রে 
[0 কে মূল বিন্দুতে ট্রান্সলেশন করে নিতে পার, দুই: তুমি " RE সহজে করার 
a বিন্দুর O এর সাপেক্ষে কোণ বের করে নিতে Mle রি 
arision ফাহশনের 


হবে এবং এবারের স্ট্যাকের উপরের বিন্দুকে নিয়ে আবার একইভাবে যাচাই করতে হবে; 

AE সময় CCW হয়ে যাবে তখন বর্তমান বিন্দুকে স্ট্যাকে ঢুকিয়ে দিতে হবে। এভাবে একে 

বিন্দু যাচাই করা শেষ হয়ে গেলে স্ট্যাকে কনভেক্স হাল পাওয়া যাবে। 

S গ্রাহামের স্ক্যান আ্যালগরিদম বেশ সহজ এবং জনপ্রিয় কিন্তু এটি সংখ্যাগত 
র দিক থেকে অতটা সুস্থিত না। অর্থাৎ তোমার স্থানাঙ্ক যদি ফ্লোটিং পয়েন্ট সংখ্যায় 

ECT মাঝে মধ্যে ঝামেলা পাকাতে পারে ফ্লোটিং পয়েন্ট সংখ্যার হিসাবনিকাশের 


বং শাচ্ছি)। এই প্রক্রিয়া শেষ হয়ে গেলে আমরা সর্টেড লিস্টের শে' 
এতো যদি স্ট্যাকের উপরের দুটি বিন্দুর সঙ্গে বর্তমান 187 


"আমরা উপরের হাল এবং নিচের হাল তৈরি করে ফেলতে গার 


২৩৯ 


আগের স্থিতিশীল এমন Jas AV PAA কোনো ব্যাপার 
চাইলে উইকিপিডিয়াতে iren ৮ (implementation)? টি দেখে নিতে তোম 


১০.৩.২ নিকটতম বিন্দুজোড় (Closest pair of points) 
০.৬, 


9 ব্যবস্থায় n টি বিন্দুর স্থানাঙ্ক দেওয়া আছে। তোমাকে এদের মধ্যের 
থেকে নিকটতম বিন্দুজোড় বের করতে হবে অর্থাৎ যে দুটি বিন্দুর মধ্যে rar দিক 


বের করতে হবে বা সেই দূরত্ব বের করতে হবে। এখানে দূরত্ব মাপতে আমরা 

ত, distance) ব্যবহার করব। দুটি বিন্দুর স্থানাঙ্ক যদি (71,34) এবং (22,34) 
হয় তাহলে তাদের মধ্যের ইউক্লিডীয় দূরত্ব হবে ৬/(%। — 72) + (yi — y). একে সরল? 

দূরত্ব (straight line distance) ও বলা যায়। এই সমস্যা সমাধানের জন্য আমাদের প্রথমেযা 
করতে হবে তা হলো বিন্দুগুলোকে £ অনুযায়ী সর্ট করতে হবে (ছোট থেকে বড়)। এরপর আমরা এই 
বিন্দুগুলোকে দুই ভাগে ভাগ করব, এক ভাগে (বাম ভাগে) থাকবে ছোট £ আরেক ভাগে বড়গুলো। 
মোটামুটি সমান দুই ভাগে ভাগ করতে হবে। অর্থাৎ বিজোড়ের ক্ষেত্রে একদিকে একটি বেশি থাকতে 
পারে আর কি! এখন তোমাদের রিকার্সিভ (recursive) উপায়ে দুই দিকের জন্য নিকটতম জোড়া 
বের করার ফাংশন কল করতে হবে। closestpair ফাংশন দুটি জিনিস দেবে- এক: তার পাওয়া 
বিন্দুগুলোর মধ্যে নিকটতম বিন্দুজোড়ের দূরত্ব এবং দুই: তার পাওয়া বিন্দুগ্ডলোর y অনুযায়ী সৰ্টেড 
লিস্ট (বড় থেকে ছোট). যদি তোমার ফাংশন মাত্র একটি বিন্দু পায় (base কেইস) তাহলে ধরা 
যাক সে ০০ বলবে নিকটতম বিন্দুজোড়ের দূরত্ব হিসেবে আর একটি বিন্দুর জন্য তো সর্ট করার 
কিছু নেই। এখন যদি একের বেশি বিন্দু হয় তাহলে তো আমরা দুই ভাগে ভাগ করে রিকার্সিভ কল 
করেছিলাম। ধরা যাক আমরা দুই দিক থেকে নিকটতম বিন্দুজোড়ের দূরত্ব পেয়েছি d, এবং dh. 
আমরা d = min(di, dz) নিয়েই শুধু আগ্রহী। আরও মনে করা যাক, দুই দিকের অনুসারে 
সটেড লিস্ট হলো P, এবং Po. এখন আশা করি বুঝতে পারছ কীভাবে এদের মিলিত y অনুসারে 
সর্ট করা লিস্ট পাওয়া যাবে? ঠিক মার্জ সর্ট (merge sort) এর মতো। দুই লিস্টের মাথা দেখবে 
এবং যার y বেশি তাকে নিবে এভাবে চলতে থাকবে (আমরা কিন্তু বড় থেকে ছোট সর্ট করছি, যদিও 
যেকোনো এক ভাবে করলেই হলো)। এখন মনে কর বামের ভাগের সবচেয়ে বড় & হলো & vider» 
এটি রিকার্সিভ কল করার আগে £ অনুযায়ী সর্টেড লিস্ট হতে বের করে এ লাকাল ভ্যারিয়েবল 
(local variable) এ রাখতে পারো। খেয়াল কর, রিকার্সিভ কল করার পর কিন্তু সেই লিন্ট ॥ 

সর্টেড হয়ে যাবে। সুতরাং আমাদের আগেই এই 4০ ৷ 


EL. a বাম ভাগে আরেক বিন্দ ভাগে 

11 বিবেচনা করব হলো PI এবং একইভাবে P, হতে চর : P, থেকে 
* এখন আমাদের দুটি পয়েন্টার (pointer) লাগবে যা দুই লিস্টের dry: এরা y অনুযায়ী 
“(9110 করবে। শুরুতে এরা লিস্টের শুরুর উপাদানগুলোকে পয়েন্ট কর: 
নটর পয়েন্টকৃত বিন্দুর y যদি PI এর পয়েন্টকৃত বিন্দুর বনি! এখন দেখ যদি 
নে | 8 V থেকে বেশি হয় তাহলে আমরা 
oss বিন্দুকে প্রসেসিং করব। প্রসেসিং করা শেষে ক স্পীড, 
ভাবে প্রসেসিং করব? ধরা যাক 1”! এর পয়েন্টকৃত বিন্দুর 


8 y হলো 17, তাহলে আমাদের 
Vi — d, yi +] এর মধ্যে থাকবে। প্রমাণ 


য় হতে পারে না। সুতরাং এভাবে O (n) সময়ে 
|} আর Py এর মধ্যের নিকটতম বিন্দুজোড় বের করে ফেলতে পারবে। > "M 


"i রিদমের কমপ্লেক্সিটি হবে O(n log n) | এ সাধারন 
মা আগো কিছু কৌশল বলব বলেছিলাম। কৌশলটা হলো তুমি মূল erra সর্ট না করে 
ইনডেক্স (index) এর আযারেকে সর্ট করতে পার। আবার তুমি চাইলে একটি রী. 
ac BEEN omm mime dee 
ম STL এর সাহায্যে আরও সহজে এই সমস্যা সমাধান করতে পার। এজন্য দি 
t) এর প্রয়োজন, একটি সেটে বিন্দুগুলো « অনুযায়ী সাজানো থাকবে অপরটি (= 
তাদের নাম দেই যথাক্রমে X এবং Y. আর এখন পর্যন্ত প্রাপ্ত নিকটতম বিন্দুজোড়ের দরত 
এতে থাকবে যাতে শুরুতে ০০ মান থাকবে। এখন প্রথমে আমাদের দুটি সেটই ফাঁকা এবং 
E এ অনুযায়ী সর্ট করা বিন্দুদের একটি লিস্ট আছে। এখন আমরা এই লিস্ট থেকে 
ক বিন্দুগুলোকে নিব। ধরা যাক এই বিন্দুটি হলো (2, y), তাহলে আমাদের প্রথমে X এ 
32 /এর থেকেও ছোট £ ওয়ালা কোনো বিন্দু আছে কিনা থাকলে তাকে X এবং Y 
২ মুছতে হবে। এরকম সব বিন্দু মোছা হয়ে গেলে আমাদের Y নিয়ে কাজ করতে হবে। 
bound ব্যবহার করে y — d থেকে y + d এর ভেতরে y এর মানওয়ালা যত 
নন সঙ্গে বর্তমান বিন্দুর দূরত্ব বের করে নিকটতম বিন্দুজোড়ের দূরত্ব এ কে 
TAKARA X ও Y এ বর্তমান বিন্দু ঢুকিয়ে দেব। সত্যি কথা বলতে আমাদের 


রচে দী রেখাংশ (Line segment intersection) 


নে Wesce রেখাংশ (line segment) দেওয়া আছে, বলতে হবে এদের _ 
ছে, অর্থাৎ কতগুলো রেখাংশজোড় পরস্পরকে ছেদ করে। যাতে ফ্লোটিং _ 
মেলা না পাকাতে পারে সেজন্য অনেক সময় বলা হয় দুইয়ের বেশি 
ছেদ করে না। এই সমস্যা সমাধানের জন্য আমাদের একা 
nced binary search tree) এবং একটি প্রায়োরিটি বি 


4 : 1- > 


| নাম লেই। আমরা একটি = বলে দেবো, সেই? এ 
তে রেখাংশগুলো থাকবে। খেয়াল কর, যখন তুমি কোনো একটি নতুন রেখাংশপ্ৰ৷ 
এর ঠিক উপরে এবং ঠিক নিচে একটি রেখাংশ শে থাকবে (BST নে A 

ত লেক ছে একা? রেখ দুটি রেখা T 
এই নতুন রেখাংশের ছেদবিন্দু গুলো বের করে তা ইভেন্ট আকারে হীপে ঢোকাতে ₹ 2 
ভি বর মধ্যের a 
তিন ধরনের ইভেন্ট আছে, একটি হলো রেখাংশের শুরু, একটি শেষ আরেকটি হয 
আর শেষে কী করতে হবে তা জানি, কিন্তু ছেদবিন্দুতে কী করব? ছেদবিন্দুতে আঃ 
রেখাংশের ক্রম পাল্টিয়ে ফেলতে হবে, অর্থাৎ আগের উপরের রেখাংশ এবার fen 
নিচেরটি উপরে চলে যাবে। এই হলো পুরো সমাধান কিন্তুএই জিনিস 


করা আসলেই অনেক কষ্টকর। তবে আমরা খুব সহজেই STL এর set ব্যবহার করে এই সম: 
সমাধান করে ফেলতে পারি। 


প্রথমে যা করতে হবে তা হলো রেখাংশের একটি সেট। যেহেতু আমরা সেট ব্যবহার কর 
সেহেতু আমাদের একটি comparison ফাং ংশন লিখতে হবে যা দুটি রেখাংশের ম fj তুলনা কর 
তবে এই তুলনা করার জন্য আমাদের একটি + দরকার i কোন 2: এর সাপেক্ষে আমরা এ ইত 
করব? ধরা যাক এই 2 একটি গ্লোবাল ভ্যারিয়েবল (global variable) এ থাকবে এবংআ: 
comparison ফাংশনকে যখন দুটি রেখাংশ দিয়ে জিজ্ঞাসা করা হবে কোনটি ছোট আর কে 
বড়? তখন আমরা এই + এ কে দুটির বেত ক ন অ ha 
সুতরাং সেটে পরিবর্তনের আগে আমাদের খেয়াল রাখতে হবে + এর মান বেন 1 1 m 
তুমি কোনো একটি রেখাংশ শুরুর ইভেন্ট পেয়েছ, এখন তুমি সেটে এই রেখাংশ ঢোকাতে Dh 
তাহলে তোমাকে +: কে সেই ইভেন্টের 1 এর সমান করে নিতে হবে ইলা 
এরপর ইনসার্ট করতে হবে। একইভাবে যখন রেখা শ শেষের ইভেন্ট পাবে তখন রেখাংশ 
ফেলার আগে £ কে সেই ইভেন্টের r এর সমান করে নিতে হবে, এরপর সরাও। এখন যদি কে 
ছেদবিন্দু পাও তাহলে তো আমাদের পাল্টাপাল্টি (swappping) bas হবে তাই না? এ f 
কীভাবে করা যায়? খুব সহজ, মনে কর ছেদবিন্দুর ইভেন্টের r হলো +. তাহলে প্রথমে E $ 
বসাও এবং সেই দুটি রেখাংশকে সেট হতে সরাও, এর পর c 7/ + « বসিয়ে তাদের 


ইনসার্ট কর, তাহলেই তারা পাল্টাপাল্টি হয়ে যাবে, এখানে হল খুব ফোটানো 
থেকে সরানোর পর কোনো একটি রেখাংশ নিয়ে তার lower bound বা upper bound? 
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i L | নকশা ১০.৩: পিকের থেওরেম (10115 theorem) 


Ur. 


ব সহজেই তার ঠিক আগে এবং পরের রেখাংশগুলো বের করে 


Ilog 


ৰ ফেলতে পারি। এভাবেই 
(log n) এ এই সমস্যার সমাধান করতে পারি যেখানে / 
n 


হলো রেখাংশগুলোর মধ্যের 


LAN VI T 


পিকের থেওরেম (Pick's theorem) 


রথেওরেম (Pick's theorem) বলে 2D স্থানাঙ্ক ব্যবস্থায় যদি আমরা কোনো সাধারণ 
imple polygon আঁকি অর্থাৎ এমন একটি বহুভুজ যেখানে কোনো বাহু অপর বাহুর 
নন না বা স্পৰ্শও করে না (পাশাপাশি দুটি বাহু তাদের ভার্টেক্সে স্পর্শ করতে পারবে) 
১181 হবে (বহুভুজের সব শীর্ষ বিন্দুকে অবশ্যই পূৰ্ণ সংখ্যাবিশিষ্ট স্থানাঙ্কেথাকতে _ 
নে 4 হলো বহুভুজের ক্ষেত্রফল, i হলো বহুভুজের অভ্যন্তরে(internal) কতগুলো পূণ _ 
' স্থানাঙ্ক আছে এবং হলো বহুভুজের পরিসীমার উপরে কতগুলো পূৰ্ণ সংখ্যাবি 
| যেমন চিত্ৰ ১০.৩ এ icai T" 
রের বিন্দু — 8 এবং বহুভুজের ক্ষেত্রফল 4 = 10. did 
ৰ E ক্ষেত্রফল রা কিন্তু খুব একটা কঠিন না, তুমি কল্পনা কর y: 
TE একটি ত্ৰিভুজ এবং নিচে একটি ত্রিভুজ। আর ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল তো বে 
18 হোক, সুতরাং আমরা এখন A, i এবং এর মান জানি, পিকের সুত্রে বাসা! 
কনা! 10 = 7+ 8 _ 1 একদম সঠিক! টি 
সমস্যা দেখা যাক। মনে কর তোমাদের 21) bbb. ic à 
র (বাহুর উপর) এবং এই ত্রিভুজের ee «3 
ট স্থানাঃ বা ল্যাটিস বিন্দু (lattice point)) আছে " 4 - 


ET. 
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যাক আমরা বের করতে চাই (21,91) = es ৮৪৮. 
(0,0) — (37 — za, n = y2) এই রেখাংশ দেখা একই কথা। আ! 
৷ --৷/2|) দেখাও কিন্তু একই কথা। সুতরাং আমাদের আসলে বের ৰ রতে 
উপরে কয়টি বিন্দু আছে যেখানে r, y > 0. এর উত্তর হলো 9002, y) 
| তাদের গ.সা.গু. (gcd), তাহলে এর উপরে থাকা বিন্দুগুলো হলো: (a = 
y/9), ((9 — 1) x 1/9, (g — 1) x //9),... (0 x z/g,0 x y/g). এভা 
বর করে ফেলতে পারি। A আর b জানলে তো i বের করাই যায়। à 


১০.৩.৫ বহুভুজ সম্পর্কিত টুকিটাকি 


একটি বহুভুজ দিয়ে যদি বলে এই বহুভুজের ক্ষেত্রফল বের করতে হবে কী 
আলোচনার সুবিধার জন্য ধরে নিলাম আমাদের বহুভুজ হলো PPP... Pa 
মনে করতে পার যে APP, Pa, APPL Bs, ... /১171%,_27,_। এই ত্রিভুজ ফু 
যোগ করলেই তো পুরো বহুভুজের ক্ষেত্রফল বের হয়ে যাবে। না তা ঠিক না। এটি ঠিক; 
সব কনভেক্স বহুভুজের জন্য। কনকেইভ বহুভুজ (Concave polygon) এর জন্য এ 3 
নাও হতে পারে। একটি বহুভুজের কোনো কোণই যদি 180° এর চেয়ে বড় নাহয় তাহলে ত 
কনভেক্স বহুভুজ বলে। আর যদি কোনো একটি 180° এর থেকে বড় হয় তাহলে তাকে কনকে 
বহুভুজ বলে। তাহলে আমরা কীভাবে বের করতে পারি? উত্তর হলো চিহ্যুক্ত ক্ষেত্রফল (591 
area) ব্যবহার করে। PEJE ক্ষেত্রফল (signed area) কী? আমরা এই অধ্যায়ের ₹ 
জন্য বলেছিলাম যে পরম মান নিতে। কিন্তু তুমি যদি পরম মান না নাও এবং উপরের T 
A PSP, P», £১/)/৯/%,--,/১/1%-21%-1 এর এই চিহ্কযুক্ত মানগুলো যোগ কর ত T 
তোমরা পুরো বহুভুজের চিহৃতযুক্ত ক্ষেত্রফল পেয়ে যাবে। অর্থাৎ এই চিহ্নযুক্ত মানগুলো যোগ ৰ 
যদি তুমি পরম মান নাও তাহলে তুমি ক্ষেত্রফল পাবে। তুমি চাইলে এই কাজ D, কে কেন্দ্র করে 
করে মূলবিন্দুকে কেন্দ্র করেও করতে পার। আমি এভাবেই করি, এক্ষেত্রে সুত্র খুব ছোট হয়ে য 
2, (441 — Viris) G এর মান n — 1 হলে i + 1 = 0 ধরতে হবে কিন্তু!) । এটি আমার! 
মনে রাখা অনেক সহজ। অন্যান্য অনেক কাজেই এই চিহ্নযুক্ত মান ব্যবহার করে অনেক সী! 
সমস্যা সমাধান করা যায়। ৰ 

মনে কর তোমাদের একটি বহুভুজ আর একটি বিন্দু দিয়ে বলল যে এই বিন্দুটি বহুভুজের ভে 
আছে না বাইরে? কীভাবে করবে? যদি এটি কনভেক্স বহুভুজের ক্ষেত্রে হয় তাহলে কিন্তু ব্যাপা 
বেশ সহজ । মনে কর তোমাদের বিন্দুটি হলো (^. /') তাহলে y = y এ বহুভুজের দুটি ছেদ 
বের করতে হবে। যদি তোমার a^ এই দুই ছেদবিন্দুর ৮ এর মধ্যে থাকে তাহলে বলা যাৰে 


২৪৪ 


$ 


WWW pdjagatcor কানো 
en fang কঠিন কিছু না। তুমি সব বাহু দেখবে এবং জনক টি = রেখার 


q তাদের 
aco ছেদ করে তাহলে একটু সাবধান হতে হবে আর ipa কররে, ফি 
কত বহুভুজে কাজ করবে না। কনভেক্ হোক, আমাদের hon 


জের ক্ষেত্রে ৷ এ 
টি হলো মনে কর তোমরা জানতে চাইছ p বিন্দু কি "ow একটি সহজ উপায় 
বতা হলো PP, PP P, এরকম করে সব ত্রিভুজের ক্ষে + তরে কি না। তোমরা 


[দিয়ে যেন না যায়। তুমি এই কাজ খুব সহজে একটি দৈব ( বহুভুজের 


(winding number). তোমার বিন্দুর 
বহুভুজ কয় পাক মারে সেটিই হলো ওয়াইন্ডিং সংখ্যা (winding number). তোমার 


cen সবগুলো বাহুর জন্য PEIE কোণের যোগফল বের করলেই তুমি সমাধান করে 
lE ব। কিন্তু এটি একটু ঝামেলা মনে হয় আমার কাছে, আর তাছাড়া দরকার না হলে 
টিং পয়েন্ট সংখ্যার হিসাবনিকাশ হতে বিরত থাকি। সেজন্য আমি আসলে উপরে বলা রে 
ীগারদম (ray shooting algorithm) এর মতো করে সমাধান করে থাকি। আমরা 
হতে ঠিক ডান দিকে একটি রশ্মি টানি। যেহেতু তোমার কুয়েরি (query) বিন্দুর সমান 
/_ € হিসেবে ভাবতে পারি, অর্থাৎ (x, y) যদি ভেতরে থাকে তাহলে (,& — €) ও 
কবে, সুবিধা হলো y — c এ আঁকা £ অক্ষের সমান্তরাল রেখা কোনো শীর্ষ বিন্দু দিয়ে 
ক্ষত্রে অবশ্য তোমাকে দেখতে হবে এই বিন্দুটি তোমার বহুভুজের উপরে আছে কিনা, _ 
অল্প পরিমাণ সরানোর ফলে কিন্তু উত্তর আলাদা হয়ে যেতে পারে)। এখন প্রতিটি ৰাহু 
মার দেখতে হবে এটি এই রশ্মিকে ছেদ করে কিনা। যদি করে তাহলে সেই বাহুটি নিচ 
যাচ্ছিল নাকি উপর থেকে নিচে (আমরা আসলে বাহুগুলোকে একটি ক্রমে নিবো 
রে পর পর)? ধরা যাক এই দুটি ক্ষেয়ে যথাক্রমে আমরা M 


Bim x 


ইউনিয়ন (union) বলতে আমরা বুঝি যদি কোনো রব) হে 
e সেই জিনিসকে আমরা একবারই বিণ 


উনের mer হবে বড়টিয ক্ষেত্রফলের সমান। এখন এই সমস্যার সমাধান কী? প্রথমে সব 
: লোকে একদিকে ঘুরিয়ে নাও। একদিকে ঘুরিয়ে নেওয়া মানে হলো হয় সবাই ০ অথবা 
ce কনকেইভ বহুভুজের cw বা CCW বলে কিন্তু কোনো কথা নেই বলতে পার। কিন্তু তুমি চাইলে 


বলতে পারো। সুতরাং এভাবে 
চিহ্নযুক্ত ক্ষেত্রফল বের করে কোনো বহুভুজ CW না CCW তা বলতে তোমাকে 
সব বহুভুজকে একই দিকে ঘুরিয়ে নিতে হবে (অর্থাৎ উপরের parques ক্ষেত্রফল বের করার সূত্রে 


সবাই হয় ধনাত্মক হবে নাহয় খণাত্বক হবে)। এরপর আমাদের ধা করতে হবে তা হলো প্রতি 

বহুভূজের প্রতিটি বাহু নিতে হবে এবং আমাদের অন্যান্য সব বাহু দিয়ে একে ছেদ করার চেষ্টা 

করতে হবে, এভাবে আমাদের বিবেচিত বাহুর উপর অন্যান্য সব বাহুর ছেদ বিন্দু বের করি। যাদি 

আমরা প্যারামেট্রিক সমীকরণ ব্যবহার করি তাহলে খুব সহজেই এই ছেদ বিন্দুগুলোকে সার্ট করে 
আমরা কতিপয় রেখাংশ পাব। আমাদের বের করতে হবে এই রেখাংশগুলোর কোন কোনগুলো অন্য 
বহুভুজের ভেতরে আছে। এটি বের করার সহজ উপায় হলো এই রেখাংশের মধ্যবিন্দু নিয়ে অন্যান্য 
বহুভুজের ভেতরে আছে কিনা তা যাচাই করা। যেহেতু আগেই আমরা বাহুকে রেখাংশে ভাগ করে 
ফেলেছি সুতরাং এমন হবে না যে কোনো রেখাংশ আংশিকভাবে কোনো বহুভুজের ভেতরে আছে। 
যদি কোনো রেখাংশ অন্য কোনো বহুভুজের ভেতরে থেকে থাকে তাহলে তাকে ধরে ফেলে দাও! 
এখন বেচে থাকা রেখাংশগুলো নিয়ে যেকোনো বিন্দু (ধরা যাক মূলবিন্দু) এর সাপেক্ষে চিহ্নযুক্ত 
ক্ষেত্রফল বের কর। খেয়াল কর তুমি কিন্তু প্রথমেই বহুভুজকে একই দিকে ঘুরিয়ে নিয়েছিলে, সুতরাং 
প্ৰতিটি রেখাংশের একটি দিক আছে, সেই দিক ব্যবহার করে তোমাদের DETE ক্ষেত্রফল বের 
করতে হবে। এভাবে সব চিহ্নযুক্ত ক্ষেত্রফল যোগ করলে তুমি ক্ষেত্রফলের ইউনিয়ন পেয়ে যাবে। 
এই সমাধানটি খুবই চমৎকার একটি সমাধান যা তোমাদের জেনে রাখা উচিত। 


তোমরা চাইলে অন্যভাবেও ইউনিয়নের ক্ষেত্রফল বের করতে পারো। প্রথমে আগের মতোসৰ 
এখন পাশাপাশি 


ছেদবিন্দু বের কর। এর পর সব ভার্টেক্স আর ছেদবিন্দু বিন্দুগুলোর £নিয়েসর্টকর। perfi 
দুটি £ এর মধ্যে কিন্তু কোনো বাহু ছেদ করবে না। এটিকে বলা হয় স্নাইসিং (slicing). অর্থাৎ তুমি 


লাইন সুইপ (Line SUI TV Ro .com 
রি d Calipers) 4৮ ক্যালিপার্স( 


don (Line sweep) বা রোটেটিং ক্যালিপ | 
m, বরং একটি সমাধানের পদ্ধতি। যেমন তা (Rotating calipers) 


কোনো 
বো বলা যার কারণ আমরা 2D স্থানাঙ্ক ব্যবতায় 
হচ্ছে লাইন সুইপে আমরা একটি ছি হলো কিছুটা লাইন সুইপের মতে 


বনী কৌণিক সুইপ (angular sweep) করে থাকি যেতে থাকি আর রোটেটি: 
Be eru থাকে। আমরা এই সং 


| তে 
B ইআমাদের | ধরা যাক, ; তম ই 
E | 
[ভাবে বলা যায়, ৷ থেকে cw গিয়ে যদি তুমি; + 1 পাও ত 
কিছুটা Cw গেলে তুমি /(৫+ 1) পাবে। সুতরাং বন qu een [()w f 
তে হবে জন্য আমাদের 3 = /(9) বের করতে হবে। বের করার জন্য যা করবে 
= MC এবং দেখবে যে (;, j) কৰ্ণ বড় নাকি (i,j + 1) কৰ্ণ বড়। যদি 
হলে j কে এক বাড়িয়ে দিবে এবং পুনরায় একইভাবে যাচাই করবে। এভাবে 
দেখত বে MR কে বাড়ানো যাবে না কারণ (i, 9) কর্ণ (i j + 1) থেকে 
দের এই: হবে /(0). এবার তুমি i কে এক বাড়াও, এবং কিছুক্ষণ আগে যেই কাজ 
ঈআবার কর। j এর মান যা ছিল সেখান থেকেই শুরু হবে, 0 করা বা; এর সমান 
[= দরকার মতো বাড়িয়ে /(; + 1) বের করে ফেলবে এবং dl m 
পরত করবে ( হলো বহুভুজের শীর্ষ সংখ্যা) অর্থাৎ /( 0) fel 
টির এসবে স্ব 19 এর মান দরকার নেই, তুমি প্রতিবার যদি সর্বোচ্চ 
T তাহলেই হবে। এখন কথা হলো এই সমাধানের কমপ্নেক্সিটি কত? মাত্র 
তা করলে দেখবে যে) কে 2n বার এর বেশি বাড়ানোর দরকার p ্‌ } ৰ 
হলো, যজি সম বলা খালে er E bpi 


+ 1 এর সমান বা এর থেকে ছোট তাহলে] কে! + dE 
ত হবে যে এটি কি; — 1 এর সমান হয়ে গেছে 'ৰ T 

রে দিতে হবে। তোমরা আশা করি বুঝতে পারছ যে) = 7 

করবে? তোমরা চাইলে if-else লাগাতে পার অথবা 


jq করতে পার Ma pa apataomr ছোট হলে কিছুক্ষণ আগে যে E 
“বাড়ানো কমানোর সময় খেয়াল রাখতে হবে" এই জিনিসটি হয়তো তোমাদের চিন্তা করতে ben 
কষ্ট হবে সেজন্য যেটি সহজ বুদ্ধি তা হলো n à LO হলে সাধারণ O (n ) পদ্ধতি করা 
তাহলে আরও এই বাড়ানো কমানো নিয়ে আলাদা চিন্তা করতে হবে না। ঢ্যবহার 


ন উপরের সমস্যাকে একটু পরিবর্তন করা যাক। উপরের সমস্যায় বড় কর্ণ বের করতে 
^ বলত কনভেক্স বহুভুজটির ভেতরে থাকে এরকম সবচেয়ে বড় রেখাংশ বের করতে হবে 
তাহলে কী করতে? একটু চিন্তা করে দেখো, এই বড় রেখাংশকে অবশ্যই একটি কর্ণ হবে। যদি 
তা না হয় তাহলে একটু কল্পনা কর, তোমার বের করা রেখাংশের দুই মাথাকে অবশ্যই 
উপরে হতে হবে কারণ তা না হলে তুমি ওই রেখাংশকে বড় করতে পারবে। এখন এই রেখাংশের 
এমন একটি মাথা নাও যেটি বহুভুজের শীর্ষে নেই। যেহেতু এটি একটি বাহুর উপরে আছে সুতরাং 
তুমি সেই বাহু দিয়ে উপর প্রান্তকে দুইদিকের যেকোনো একদিকে ঠেলে দিলে অবশ্যই বড় রেখাংশ 
পাবে। কেন? কারণ খুব সহজ, তোমাকে যদি জিজ্ঞাসা করা হয় একটি বিন্দু আর একটি রেখা দেওয়া 
আছে তোমাকে ওই বিন্দু হতে ওই রেখার উপর সবচেয়ে ছোট রেখাংশ আঁকতে হবে তুমি কী করবে? 
erg টানবে। এই লম্ব থেকে যেদিকেই যাও সেদিকেই বাড়বে। অর্থাৎ আমাদের ক্ষেত্রে আমরা বাহুর 
উপরের বিন্দুকে আমরা যদি era বিপরীত দিকে ঠেলে সরাতে থাকি তাহলে আমাদের রেখাংশের 
দৈর্ঘ্য বাড়তে থাকবে। 

এখন আরও একটি সমস্যা দেখা যাক। মনে কর এবার তোমাদের বলা হলো একটি কনভেক্ল 
বহুভুজের ভেতরে সবচেয়ে বড় ক্ষেত্রফলের ত্রিভুজ বের করতে হবে। যদি আমি বলি যে ত্ৰিভুজটির 
তিনটি শীর্ষই বহুভুজের কোনো না কোনো শীর্ষে থাকবে তাহলে আশা করি খুব একটা অবাক হবে 
না। এর কারণটাও বেশ সহজ। ত্রিভুজের এমন একটি শীর্ষ নাও যেটি বহুভূজের শীর্ষে নেই। উপর 
দুই শীর্ষকে যথাস্থানে রাখ। এখন যেই দুই শীর্ষ যথাস্থানে আছে তাদের মধ্যের বাহুকে ত্রিভুজের 
ভূমি মনে কর, তাহলে ত্রিভুজের ক্ষেত্রফলের সূত্র অনুসারে ব্রিভুজটির উচ্চতা যদি বাড়ে ক্ষেত্রফলও 
তাহলে বাড়বে। এখন তুমি এই ভূমির সমান্তরাল কিছু রেখা টান। সবচেয়ে দূরের যেই সমান্তরাল 
রেখা বহুভুজ কে ছেদ করে সেই ছেদবিন্দুতেই তুমি সবচেয়ে বড় ক্ষেত্রফলের ত্রিভুজ পাবে। আর 
এটি বলার অপেক্ষা রাখে না যে সেই ছেদবিন্দুগুলোর একটি অবশ্যই বহুভুজের শীর্ষ হবে। তাহলে 
ভাবে সমাধান হবে আশা করি বুঝতে পারছ? প্রথমে? = 0, = LEE 2 নাও। এবার ॥ 


d 
L5 


কে বাড়াতে থাক যতক্ষণ  — j — / ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল বাড়তে থাকে । এখন) কেবা 


TN 1 


খুঁজে দেখতে পার। সত্যি বলতে আমার নিজেরও প্রমাণটি জানা নেই 
সমাধান! প্রতিযোগিতায় আমরা প্রায়ই intuition এর উ af ré 


* VISPLTSNIVS ০৩ দেখবে a 
(€. | rectangle) বা এরকম কোমো বা ক্লোজিং আয়তক্ষেত্ৰ 
10919 [e ত্র আর্টিকেল (minim 

E : একটি বাহু প্ৰদত্ত বিন্দুগুলো দিয়ে তৈরি আছে এব m 


কনভেক্স হালের ২ এতে বলা আছে 


qi কর ভ = বের করে ফেলেছি এবং এর একটির কোনো একটি 


E «fp যায়। তাহলে অপটিমাল (optimal) আয়তক্ষেত্রের বাহু (0,$4. ] খাছ্‌ 
ডি আমরা কিন্তু খুব সহজেই আয়তক্ষত্রের উচ্চতা কোর ক্ষেত্ৰফল কত (যেন এই যে 
লা)? আমরা কি = র উচ্চতা বের কর ig 

কিন am বা দৈৰ্ঘ্য কীভাবে বের করতে পারি? এটিও খুব এটার কিছুক্ষণ আগে শেখা 
মনতো করে আমরা বাম দিকের সীমানা আর ডান দিকের সীমানা না, উচ্চতা বের 


আয়তক্ষেত্রেরপ্রস্থও পেয়ে যাব। সুতরাং ($ + 1) for ই শেভাবে)। তাহলেই 
আমরা জেনে গেলাম। একইভাবে আমরা কে বাড়াব এবং উচ্চতা | a in 
[কে আমরা আপডেট করতে থাকব। এভাবে আমরা O(nlogn) এ 

বর করার পর O (n) এ অপটিমাল আয়তক্ষেত্ৰ বের করতে পারি। কনভেক্স 


{বার লাইন সুইপের কিছু সমস্যা দেখার আগে এর জিনিস 

ব্যবস্থায় লাইন সুইপের সময় আমরা মূলত যা Voi Mad 
ssec ধীরে ধীরে যাই (sweeping) এবং উপর অক্ষ বরাবর একটি ডেটা স্ট্রাকচার 
তাকে ধীরে ধীরে আপডেট করি। প্রথম অক্ষ বরাবর যে ধীরে ধীরে যাই এর মানে হলো আমরা 
ত্র সেসব ১ এই থেমেছিলাম যেখানে কোনো বিন্দু ছিল। কোন জায়গা জরুরি বা পরবর্তী 
গা জরুরি তা বের করার জন্য আমাদের আরেকটি ডেটা স্ট্রাকচার ব্যবহার করতে হয় 
Tel বিভিন্ন সমস্যায় বিভিন্ন ডেটা স্ট্রাকচার ব্যবহার করতে হয়, তবে মূল উদ্দেশ্য একই 
কে। এখন কিছু সমস্যা দেখা যাক। 

** সমস্যা হলো আয়তক্ষেত্রের ইউনিয়ন (union of rectangles). মনে কর তোমাকে 
পা আয়তক্ষেত্ৰ দেওয়া হলো আর বলা হলো এদের ইউনিয়নের ক্ষেত্রফল বের করতে। 
মাগেই আমরা দেখেছি কীভাবে অনেকগুলো কনভেক্স বহুভুজের ইউনিয়নের ক্ষেত্ৰফল বের 


E ইলো সব স্থানাঙ্ক সবসময় দরকার হয় না, যেসব p es 
_' স্থানাঙ্ক সংকোচন (coordinate compression). 48 "^ 
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করতে হবে তা হলো আয় এর পর একটি লুপ ন শুধুমাত্ৰ তত (distinct); নস্ট 
গয়ে তাগো rca raris চাইলে এই TOA স্থানাঙ্কপুলো এ একই লিস্টে রাখতে পারি বা লো 
বেল্টে নিতে পারি। তোমরা চাইলে এই ফাজ গেট ব্যবহার করেও সরতে nli এন 
লিস্টে বের করতে হবে। ধরা যাক £ এর জন্য যে লিস্ট পাওয়া y 


স্বতন্ত্র স্থানাঙ্কসমূহও À 
z [2]... [nr] আর y এর জন্য যে লিস্ট পাওয়া গেছে তা হলো: Y, yl.. yn | 
ear প্রতিটি আয়তক্ষেত্ৰের স্থানাঙ্কসমূহ আপডেট করতে হবে। যদি কোনো aps, "'/). 


গন বা নিচের y যদি হয় লিস্টের ৷ তম উপাদান অর্থাৎ, yi তাহলে তাকে / করে দাও 
একইভাবে + স্থানাক্কগুলোকে পরিবর্তন করে দাও। এবার একটি ভেন্টরের আ্যারে নাও যার 
হবে nz. এবার আয়তক্ষেত্রের উপর লুপ চালাও এবং প্রতিটির বামের % এর জন্য তার ভেক্টৱে লিখে 
রাখ যে এই % থেকে অমুক আয়তক্ষেত্রের সীমানা শুরু হয়েছে, একইভাবে অমুক 2 এ গিয়ে অমুক 
আয়তক্ষেত্ৰ শেষ হয়েছে। তোমরা চাইলে এই কাজ ভেক্টর রেখে না করে একটি হীপ বা প্রায়োরিটি 
কিউ (priority queue) রেখেও করতে পারতে। অথবা একটি ভেষ্টরেও ইভেন্টগুলো রেখে সৰ্ট 
করতে পারতে। যাই হোক, অন্যদিকে y অক্ষের জন্য আমাদের একটি সেগমেন্ট ট্রি বানাতে হবেযার 
আকার হবে ny — 1. সেগমেন্ট ট্রি এর নোডগুলো হবে: (1, 2), (23) (NY = 1,ny). আরও 
ভালো মতো বলতে গেলে এটি হবে: (/1] ~ [2]), (v[2] ~ 13])... (y[ny — 1] ~ y[ny]). 
এখন আমাদের 2 অক্ষ বরাবর ধীরে ধীরে এগাতে হবে। প্রতিটি ৫ এ যাব আর তার ভেষ্টরে থাকা 
সব ইভেন্টকে আমাদের execute করতে হবে। বোঝাই যাচ্ছে যে ইভেন্ট দুই রকম হতে পারে, 
এক আয়তক্ষেত্রের শুরু আরেকটি হলো আয়তক্ষেত্রের শেষ ৷ আয়তক্ষেত্র শুরুর সময় আমাদের যা 
করতে হবে তা হলো ওই আয়তক্ষেত্রের উপরের আর নিচের y যদি হয় যথাক্রমে 71 এবং y[] 
তাহলে (yllo) ~ yllo + 1]), (y[lo + 1] ~ y[lo + 2])...(y[hi — 1] ~ y[hi]) এই 
সেগমেন্টের প্রতিটি স্থানে 1! যোগ করতে হবে বা সংক্ষেপে [lo, hi _ 1] এই সেগমেন্টের প্রতিটি 
হানে 1 যোগ করতে হবে। তাহলে আশা করি বোঝা যাচ্ছে যে আয়তক্ষেত্রের শেষ মাথার ইভেন্টে 
তোমাকে 1 করে বিয়োগ করতে 
ইভেন্ট আছে সেসব প্রসেসিং করা শেষে যদি 


pm 1 r এর বিস্তার [r;, 22] তাহলে সেগ ' অক্ষের 
^ M sanak ক্ল ত টিতে এই সীমার জন্য এর সমান্তরাল একটি 
যোগফল বের যোগফল ‘তামার উত্তরের সঙ্গে যোগ 
| উত্তর পেয়ে যাবে। সহজ না? করতে ৷ তাহলেই 
বার একটি ।0 এর সমস্যা দেখা যাক। মনে কর ॥ টি "553 3 
Alle rectangle) দেওয়া আছে। তোমাকে এদের boundary এর দৈৰ্ঘ্য য়তক্ষেত্র (axis 
টব একটা কঠিন না, একটু বুদ্ধি খাটালে সমস্যাটি সহজ হয়ে যা বের করতে হবে। 
ry হতে পারে। উপরে, নিচে, ডানে আর বামে। আবার উপরের ৮০$ এখানে চার ধরনের 
তে করতে পারি তমান। সুতরাং আমাদের SD দের কালেই নি 
গরেরটি বের করতে পারি তাহলে 2 আর y পাল্টাপাল্টি করে একইভট 
| রী সুতরাং আমরা এখন শুধু উপরেরটি কীভাবে বের করে তা দেখব। এখন 
দ্ধ বরাবর সেগমেন্ট ট্রি আর agre সুইগিং করব আমরা। আর উপরের ০8748 
| Ber fuot + ORO সমান্তরাল রেখাংশই লাগবে /অক্ষেরসমারাল লাক 
জিন নেই। তবে অবশ্যই রেখাংশগুলোর সঙ্গে একটি তথ্য লাগবে তা হলো এই 
ক্ষেত্রের উপরের মাথা নাকি নিচের মাথা। এখন সুইপিং করার সময় তুমি যদি উপরের মাথা 
শুরুর মাথা পাও তাহলে ট্ৰিতে কুয়েরি কর যে ওই সীমায় কতগুলো শূন্য আছে অর্থাৎ এই 
র কত খানি অংশ ঢেকে নেই। সেটি উত্তরের সঙ্গে যোগ কর। এই কুয়েরি শেষে তোমাকে 
রা সীমার সব সংখ্যায় 1 যোগ করে দিতে হবে। আর নিচের মাথা পেলে কী করতে হবে তা 
দরকার দেখি না। যদি স্থানাঙ্ক খুব বড় হয় তাহলে স্থানাঙ্ক সংকোচন করে নিবে- এই কথাও 
ডাল ভাত হয়ে যাওয়ার কথা। 
বার মনে কর তোমাদের 21) স্থানাঙ্ক ব্যবস্থায় কিছু বিন্দু দেওয়া আছে এবং কিছু অক্ষের 
লাল আয়তক্ষেত্ৰ দেওয়া আছে। তোমাদের বলতে হবে প্রতিটি আয়তক্ষেত্রের ভেতরে কতগুলো 
মাছে অর্থাৎ প্রতিটি আয়তক্ষেত্রের জন্য আলাদা আলাদাভাবে তোমাকে উত্তর দিতে হবে। যদি 
ইতোমধ্যেই 2D সেগমেন্ ট্রি এর নাম শুনে থাকো আর ভাব যে ওই কঠিন ডেটা স্ট্রাকচার 
করা লাগবে তাহলে ভুল ভেবে থাকবে। এটি আসলে আমাদের এতক্ষণ শেখা পদ্ধতিতেই 
মা এরা যাবে। মনে কর আমরা % অক্ষ বরাবর সুইপিং করছি আর y অক্ষ বরাবর সে 7 " 
করন আমরা কোনো একটি বিন্দু পাব তখন আমাদের সেগমেন্ট ট্রি তে সেই ua } 
একইভাবে ডান মাথা পেলেও একইভাবে কুয়েরি করে মনে 08৮১০... 
আর জন্য ডানের মাথার জন্য পাওয়া মান থেকে বামের মাথার জন্য 
ওই আয়তক্ষেত্রের ভেতরে কতগুলো বিন্দু আছে তা গে ০ 
), EV ede সবচেয়ে বেশি সংখ্যক বিন্দু এ । কি 
m, কথা বলতে এই সমস্যাটা শুনে একটু কঠিন কঠিনই লা কে i 
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রথাকে। এই সমস্যা কিন্তু 
সবচেয়ে বেশি সংখ্য Aco তুলনামূলক 
করতে হবে যা হা কারণ এক্ষেত্রে তুমি সুইপিং করবে এবংসুইপিং এর সময় কোনো prr T 
এক মাথা সেগমেন্ট টিতে ঢুকানোর পর দেখবে সেই সীমায় থাকা সব সংখ্যার মধ্যে সর্বোচটি কত 
ব্যাস শেষ! এখন কথা হলো মূল সমস্যাৰে ae exem a E এটাও বেশ 
সহজ, মনে কর তোমাকে যদি (2, y) বিন্দু দেয় তাহলে তুমি মনে কর তোমাকে (০--০///-)) 

নী দিয়েছে। শেষ! কেন এমন করলাম? কারণ চিন্তা করে দেখ এই ia 
মধ্যে যদি আমরা v x ॥ আকারের একটি আয়তক্ষেত্রের নিচের বাম কোণা বসাই তাহলে তা ওই 
বিন্দুকে ঢেকে দেয় বা কাভার করে। বা অন্যভাবে বলা যায় আমরা সেইবি দুটি বের করছি যেখানে 
o x h আয়তক্ষেত্রের নিচের বামের বিন্দু বসালে সবচেয়ে বেশি বিন্দু পাওয়া যাবে। 

কিন্তু উপরের সমস্যায় যদি দুটি নিশ্ছেদ (disjoint) আয়তক্ষেত্ৰ নির্বাচন করতে বলত যাতে 
দুটি দিয়ে ঢেকে দেওয়া বিন্দুর সংখ্যা সবচেয়ে বেশি হয় তাহলে কী করতে? একটি জিনিস খেয়াল 
কর দুটি আয়তক্ষেত্ৰ যেভাবেই বসাও না কেন তুমি তাদের হয় অনুভূমিকভাবে (horizontally) 
না হয় উল্লস্বভাবে (vertically) একটি রেখা টেনে আলাদা করতে পারবে। অর্থাৎ তুমি আগের 
মতো সুইপিং করবে এবং প্রতি £ এ লিখে রাখবে যে এই % এ যদি তুমি তোমার 
বাম বাহু বসাতে তাহলে তুমি কতগুলো বিন্দু ঢাকতে পারবে। একই ভাবে কোনো 2 এ যদি তুমি 
তোমার আয়তক্ষেত্রের ডান বাহু বসাতে তাহলে তুমি কতগুলো বিন্দু ঢাকতে পারবে। এবার এই 
পাওয়া মানগুলো ব্যবহার করে সহজেই উত্তর বের করে ফেলতে পারবে। যেমন তুমি প্রতি + এ 
গিয়ে দেখবে এর ডানে বসালে কতগুলো বিন্দু ঢাকা যায় আর বামে বসালে কতগুলো বিন্দু ঢাকা 
যায়। তুমি চাইলে শুধু "বাম বাহু বসানোতে প্রাপ্ত মান"গুলো ব্যবহার করেই এই উত্তর বের করতে 
পারতে। কারণ তুমি জানো তোমার আয়তক্ষেত্রের প্রস্থ (width) হলো w. এটা গেল উল্লম্বভাবে 
ভাগ করার কেইস, কিন্তু যদি তোমাকে অনুভূমিকভাবে ভাগ করতে হয় অপটিমাল উত্তর পাবার 
উদ মহল, সব বিন্দুর এ ও স্থানাঙ্ক পাল্টাপাল্টি করে দিয়ে উপরের কাজ আবার কর এবংদুটি 

থেকে যেটি বেশি ভালো সেটি হবে তোমার আসল উত্তর। চাইলে বাম-ডানের কাজ তোমরা 
উপর-নিচে করতে পারতে। 


১০.৩.৭ কিছু স্থানাঙ্ক সম্পর্কিত গণনা 


টি। রা বের করতে চাই; x m föra NE যা 
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উপর তিন শীর্ষ। এভাবে? = ” ww’ paffagat.aon তুমি একটি 
Á করে 

gre আটে। একটু চিন্তা করে দেখতে পার কোনো p x এ fürs কোনো বর্ণ পাবে যা?) xm 
তামাকে ৷ == 1...n এর জন্য m x m RIS বিবেচনা করতে হবে এবং প্ৰতিটি’ না, সুতরাং 
রে বর তব চা দের করতে হবে। এখন ah হলো ॥ সন হিতে কা own] 
গাছে? সহজ (n — 77} 1) x (n m+ 1) টি। বাকিটুকু কিছু সাধারণ গণিত? x m সাব-গ্রিড 
পুরা হিসাবনিকাশ O (1) এ করতে পার। | hsb ৰ 

একই রকম আরও একটি সমস্যা দেখা যাক। আগের মতোই তোমাদের ॥ ২ 
একটি গ্রিড দেওয়া আছে (n, m. < 1000) | তোমাদের বের করতে হবে এর ভেতরে কতগুলো 
ত্রিভুজ আছে? XN সমস্যাটি একটু কঠিন লাগার কথা। যেহেতু সর্বমোট n x m টি বিন্দু আছে 
সুতরাং আমরা (77 বে তিনটি বিন্দু নিৰ্বাচন করতে পারি। সমস্যা হলো যদি তিনটি বিষ্ণু আহে 
রা সরলরেছা হবে সেটি বৈধ ত্রিভুজ হবে না। এখন কতভাবে তিনটি বিন্দু নির্বাচন করা ই 
কোনো রেখার একে এই সংখ্যা বের করতে পারলে আমাদের সমাধান হয়ে যাবে। প্ৰথম 
যেকোনো রেখার একটি সীমানির্দেশকারী বাক্স থাকবে। সুতরাং আমাদের 


তাহলে অবশ্যই রেখাটি কোনো একটি কর্ণ বরাবর থাকবে। যেহেতু আয়তক্ষেত্রে দুটি কর্ণ আছে 


$8 | 

যদি সামান্তরিক (parallelogram) বলত? তাও সহজ। দুই ধরনের কেইস হতে পারে। 
চার কোণা সীমানির্দেশকারী বাক্সের চার বাহুর উপরে, অথবা দুই কোণা সীমানির্দেশকারী বাক্সের 
দুই কোণার উপর। যদি সামান্তরিকের চার কোণা বক্সের চার বাহুতে থাকে তাহলে একটি প্যাটার্ন 
(pattern) দেখতে পারবে। সেটি হলো- মনে কর সীমানির্দেশকারী বাক্সের উপরের বাহুতে 
সামান্তরিকের যেই শীৰ্ষ আছে তা বাহুকে ৫ : b অনুপাতে বিভক্ত করে তাহলে নিচের বাহুকে 
নিচের শীর্ষ ৮ : ৫ অনুপাতে বিভক্ত করবে। একই কথা ডান ও বামের বাহুর উপরেও খাটবে। কিন্তু 
উান-বামের অনুপাত উপর-নিচের অনুপাতের উপর নির্ভর করে না। সুতরাং আমরা এই প্যাটাৰ্নে 
একটি (w, h) আকারে আয়তক্ষেত্ৰ থেকে প্রায় (h _ 1) x (w - 1) টি সামান্তরিক পাব, আমি 
য় শব্দ বললাম কারণ কিছু corner কেইস থাকতে পারে, মনে কর সামান্তরিকের চার কোণা 
ঈমানির্দেশকারী বাক্সের চার কোণায় পরল ইত্যাদি তোমাদের মূল ধারনা দেখানোই আমার মূল 
JT i এরপর বাকিটুকু তোমরা কাগজ কলম নিয়ে বসে করে ফেলতে পারবে। যাই হোক, ও 
এ সামান্তরিকের দুই শীৰ্ষ যদি সীমানির্দেশকারী বাকের বিপরীত দুই শীর্ষে থাকে তাহলে? তা 
TE কোণা দিয়ে যেই কর্ণ যায় সেটি বাদে যেকোনো বিন্দুকে একটি শীর্ষ হিসেবে পছন্দ ব 
i শীৰ্ষ এমনিই পাওয়া যাবে। অর্থাৎ এখানে আমাদের গ.সা.গু, এর সুত্ৰ খাটাতে হবে (দু 

"না বা double counting যেন না হয় তা খেয়াল রাখবে)। একটু সাবধানে এই দু | 


"মলালেই তোমরা পুরো উত্তর পেয়ে যাবে যা O(n? log n) এ বের হয়ে যাবে। _ E 
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হ্যাশিং (Hashing) 


যদিও হ্যাশিং (hashing) ঠিক স্ট্রিং সম্পর্কিত টেকনিক না কিন্তু হ্যাশিং মনে হয় er 
তে বেশি ব্যবহার হয়ে থাকে। হ্যাশিংয়ের মূল ধারনা হলো তোমাকে একটি জিনিস দিবে, 
র কাজ হলো এই জিনিসকে একটি সংখ্যাতে পরিবর্তন করা। তবে এই পরিবর্তনের পদ্ধতি 
হতে হবে যেন এই জিনিসটি যত বারই দিক না কেন, আমাদের সংখ্যা বা হ্যাশ মান (hash 
le) যেন একই হয়। এই যে সংখ্যায় পরিবর্তন করার যেই পদ্ধতি একে হ্যাশিং বলে। এখন 
(কোনো জিনিসকে একটি সংখ্যায় রূপান্তর করবে তার কোনো নিৰ্দিষ্ট উপায় নেই। তুমি 
খুশি পরিবর্তন করতে পারো। তবে এই পরিবর্তনের উপর তুমি কী পেতে চাচ্ছ তা অনেক 
নির্ভর করে। সাধারণত আমাদের প্রবলেমগুলো এরকম হয়ে থাকে, তোমাকে কিছু জিনিস 
হতে থাকবে এবং তোমাকে মাঝে মধ্যে জিজ্ঞাসা করা হবে অমুক জিনিস তোমার কাহে 
Pai এজন্য তোমাকে কিছু লিস্ট নিতে হবে, এদেরকে বাকেট (bucket) বলা হয়। মনে 
মার কাছে n টি বাকেট আছে। এখন তুমি যা করবে 


[ই করে দেখ যে তাদের কোনোটি তোমার জিনিস ৯৮ i ২ tn 
ত পারবে। ধরা যাক আমি বললাম যে আমি তোমাকে = না। তুমি ম 
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e ফাংশন হবে না। প্রথমত এন এর হ্যাশং ফাং 
একটি ভালো হ্যাশিং ফাং ৃ শনের 
তৰ a ko x 9 = 9000 কিন্তু 3uwwcpdiiagal; coms আছে শি সুতরাং "tn; 
যে এই হ্যাশিং ফাংশনের ক্ষেত্রে অনেক বাকেট অব্যবহৃত থাকবে তাহলে তোমার তেই 
াকেটগুলোতে গড়ে বেশি বেশি সংখ্যা থাকবে আর এতে তোমার কুয়েরি সময়ও বা hasa 
হ্যাঁ গুণফল অনেক বড় E একে mod করলে আমরা 10000 

আমাদের সংখ্যার কোনো 
বাকেটই ব্যবহার করতে পারব। কিন্তু খেয়াল কর একটি অ 
টি বাকেটে পড়বে। এখন তোমাদের ইনপুটে যেসব সংখ্যা দেওয়া 


তাহলে সেটি সবসময় 0 তম | 
থাকবে মনে কর তাদের সবারই 0 অঙ্ক আছে। তাহলে তোমার কুয়েরি করতে অনেক বেশি সময় 
লাগবে তাই না? সুতরাং এই হ্যাশিং ফাংশনও খুব একটি ভালো না। 

তাহলে ভালো ফাংশন কেমন হয়? আগেই বলেছি হ্যাশিং ফাংশন তোমার ইচ্ছা মতো করতে 


নর দুটি জিনিস খেয়াল রাখতে হবে, অনেক সংখ্যা যেন একটি বাকেটে গিয়ে উ- 
জা ids এই দুটি দিক খেয়াল করে একটি বহল ব্যবহ 
হ্যাশিং ফাংশন হলো পলিনোমিয়াল হ্যাশিং ফাংশন (polynomial hashing Function). একটি 
পলিনোমিয়াল (polynomial) দেখতে কেমন হয় তা তো জানো? ag + air! + 02224... 
মনে কর ০০.৭; ... এগুলো হলো তোমাকে দেওয়া সংখ্যার অঙ্ক বা তোমাকে দেওয়া জিনিসের ক্ষুদ্র 
ক্ষুদ্ৰ অংশ৷ যেমন একটি স্ট্রিংয়ের ক্ষেত্রে এর প্রতিটি ক্যারেক্টার (character) এর আসকি (ascii) 
মান। আর 2 হিসেবে একটি মৌলিক সংখ্যা নেওয়া ভালো। এখন তুমি এই হ্যাশের মান বের কর 
আর n টি বাকেটে ছড়িয়ে দেওয়ার জন্য এই মানকে n দিয়ে mod কর। সাধারণত এই n কেও অন্য 
কোনো মৌলিক সংখ্যা নেওয়া হয়ে থাকে। এটি একটি ভালো হ্যাশিং ফাংশন বলা চলে। তাহলে তুমি 
হ্যাশ মান বের করার পর সেই বাকেটে গিয়ে তোমার জিনিস সংরক্ষণ করবে এবং কোনো জিনিস 
বুজতে বললে তুমি তার হ্যাশ মানের বাকেটে গিয়ে প্রতিটির সঙ্গে তুলনা করে দেখবে তোমার সংখ্যা 
এখানে আছে কিনা ৷ যদি অনেকগুলো বাকেট নাও তাহলে এই খোঁজার পরিমাণ অনেক অনেক কমে 
যাবে। এটিই হলো হ্যাশিং। 

এখন অনেক সমর সংখ্যা না দিয়ে একটি সেট দিয়ে বলে যে এই সেটটি আগে এসেছিল কিনা। 
অর্থাৎ (1.2) আর {2, 1} কে একই জিনিস হিসেবে বিবেচনা করতে হবে। এক্ষেত্রে যেটি করলে 
ভালো হর তা হলো তুমি তোমার সেটের উপাদানগুলোকে সর্টিং করে নাও। এর পর একে এৰে 
হ্যাশিং কর। বা তুমি সেটের উপাদানগুলোকে আলাদা আলাদাত [শিং করে এর পর তাদের 
যোগ কর বা ror কর। কারণ এতে ক্রম বা অর্ডার কোনোব্যা 
ভেদে টুকটাক কৌশল খাটিয়ে হ্যাশিং করলে ভালো ফল পাবে। _ 


Mh ii পলিনোমিয়াল হ্যাশ কেমন? Ho = & + 
থেকে? Hi = ei +%2%+// a PA 


a [68 0 po ন - 

Pres Ho বের করে ফেলতে পারি! এর মারে ও অর্থা যদি ॥/ 
পরতে থাকলে খুব কম সময়েই সব জায়গার হ্যাশ মান ত থেকে হ্যাশিং ফাঃস্দানি তাহলে 
hiar উল্টিয়ে দিতে পারো অর্থাৎ appn- ৷ বের 

লাগবে মাত্র |5| সময়। আবার একটি জিনিস খে ২ জায়গার জন্য হ্যাশ মান ঝুম সামনে 


বে, এসব নিয়ে মাথা ব্যাথা করতে হবে না। কারণকনার করবে। SORGI (overflow 
EN v বণ এ S i Ow) 
কর তাহলে ওভারক্রো হয়ে একই সংখ্যা হবে। = “কই জিনিসকে যদি তুমি একইভাবে 


নুথ-মরিস-্র্যাট (Knuth-Morris-Pratt) বা 
K 
আযালগরিদম n 


মিরা কিছুক্ষণ আগে একটি স্ট্রিংয়ের ভেতর আরেকটি স্ট্রিং, সাব-স্ট্রিং আকারে আছে কিনাতা 
করলাম। তবে সমস্যা হলো আমরা জানি না আগের পদ্ধতিতে কত সময় লাগবে। মানে আমরা 
[করতে পারি যে এটি লিনিয়ার (linear) বা O (n) সময় নিবে তবে এটি যে সবসময় O(n) 
[নিবে তার কোনো ঠিক নেই। হয়তো তোমার হ্যাশ পদ্ধতির উপর ভিত্তি করে এমন একটি 
ট দেওয়া সম্ভব যেখানে অনেক সময় নিবে। কিন্তু আমরা এই সমস্যাকে হ্যাশিং ছাড়া O(n) 
সমাধান করতে পারি। এ জন্য বহুল প্রচলিত আযালগরিদম হলো KMP বা নুথ-মরিস-প্র্যাট 
ih-Morris-Pratt) আযালগরিদম। এটি একটু কঠিন আ্যালগরিদম। আযালগরিদমটি খুব 
কিন্তু এটি বোঝা বিশেষ করে এটি কেন O (n) সময়ে কাজ করে তা বোঝা একটু কষ্টকর। 

নৈ কর আমরা কোনো একটি স্ট্রিং T (Text) এর মধ্যে একটি স্ট্রিং P (Pattern) আছে 
তা বের করতে চাই। এজন্য আমাদের প্রথমে P এর প্রিফিক্স ফাংশন (prefix Function) 
চরতে হবে। আশা করি তোমাদের মনে আছে যে প্ৰিফিক্স (prefix) কী বা সাফিজ (suffi) 
ফক্স হলো কোনো স্ট্রিং এর শুরুর অংশ আর সাফিক্স হলো শেষের অংশ। যেমন 2০৯ 
স্ট্রিং হলে এর প্রিফিক্স হবে (v, vi, vio, 2002} আর সাফিক্স হবে বস. 
NAFA (Proper prefix) হলো ওই স্ট্ৰিং বাদে ইনি Mec 

বর জন্য প্রোপার প্রিফিক্স হলো (1r, ri, io. তাহলে প্রিফিকস ফাংশন বা 
ফাংশনকে ? দিয়ে প্রকাশ করব। তাহলে rli) হবে PIO.. i) এর 0 

SH "দৈৰ্ঘ্য" যেন তা তার সাফিক্সও হয়। যেমন যদি PO. il হানে প্র 
পার প্রিফিক্স পাওয়া যাবে যা সাফিক্সও এবং এটি হলো 94 এটি সাফি 

” আমরা চাই না, এজন্য আমি বলেছি প্রোপার প্রিফিক্স। তা 

“* শ্রাফক্স ফাংশনের মান বের করি। E 
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"vtt 
1587 ৮৪157555655 
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প্রিফিক্স ফাংশনের সংজ্ঞার সঙ্গে দেখবে টেবিল ১১.১ এর 7 এর 
mer AK fug দুৰ বেশি যে অমিল তাও কিন্তু না। এটি সংজ্ঞা মোতাবেক মানের থেকে এক কন 
আসলে আমরা এখানে স্ট্রিংটিকে 0 — index হিসেবে বিবেচনা করেছি এবং (i) এর মান এমন 
হবে যেন 2[0. ..()] = Pli — n) +1... অৰ্থাৎ দ কে আমরা ঠিক দৈৰ্ঘ্য দিয়ে নাব 
ইনডেক্স (index) দিয়ে সংজ্ঞায়িত করব। এই টেবিল এ 7(0) = 7(1) = =] কেন তা একটু 
বলা দরকার। কারণ হলো আমরা মনে করতে পারি যে 710... - 1] হলো একটি ফাঁকা স্ট্রিং এবং 
যেহেতু ৫ বা ob এর এমন কোনো প্রোপার প্রিফিক্স নেই যা সাফিক্সও তাই আমরা ধরে নেই যে ফাঁকা 
স্ট্রিং হবে এই প্রিফিক্স বা সাফিক্স। আসলে সত্য বলতে এটি বলার জন্য বলা, --1 না দিলে পরবর্তী 
অংশ কোড করতে ঝামেলা হবে বা যদি আমরা 0 — inder না মনে করে যদি 1 -- inder নিতাম 
তাহলে পুরো জিনিস অনেক সহজ হতো এবং এখানে --1 না হয়ে 0 হতো। যাই হোক, তুমি যখন 
পুরো আযালগরিদমটি বুঝে যাবে তখন এসব কেন কী করছি তাও বুঝতে পারবে তাই এসব নিয়ে 
এখন অত বেশি চিন্তা করার কিছু নেই ৷ এখন তাহলে টেবিল ১১.১ এর গ এর মানে একবার চোখ 
বুলিয়ে নাও। দেখ বাদ বাকি সব মান ঠিক আছে কিনা । এখন আমাদের প্রশ্ন হলো এই 7 এর সৰ 
মান কীভাবে আমরা লিনিয়ার সময়ে বের করতে পারি। 

প্রথমত ন(0) = —1. এখন তুমি সর্বশেষ গ এর মানকে একটি ভ্যারিয়েবলে নাও। ধরা যাক 
ভ্যারিয়েবলটি now. এখন 1 হতে |P| _ 1 পর্যন্ত i এর একটি লুপ চালাও। আমরা rhi) বের 
করতে চাই। এজন্য আমাদের যা করতে হবে তা হলো P[now + 1] এবং Pli) সমান কিনা তা 
দেখতে হবে। যদি না হয় তাহলে now = 7 (now) করব। আর যদি সমান হয় বা now = -1 
হয় তাহলে এসব না করে এই লুপ থেকে বের হতে হবে। তবে আমাদের আবারও P [noun 1] 
এবং Pfi] তুলনা করব এবং যদি সমান হয় তাহলে now কে এক বাড়া [এবং rli) এ 
রাখব। আর যদি সমান না হয় তাহলে now = m(i) = -1 করব। এ 
রকম আযালগরিদমের বর্ণনা। কিন্তু আমাদের বুঝতে হবে কেন আ' রা এ 

সামরা প্রথমে terminal কেইস now = —1 নিয়ে চি 
(general case) নিয়ে চিন্তা করে দেখি। মনে কর কোনো এ 
সন + 1) এর মান। (/) মানে কী? « 

£-- 7(5)4- 1.4] এবং এরকম সবগুলোর মধ্যে r (i) C 
নি এরকম আমরা সবচেয়ে বড় ॥(; + 1) বের করতে চাষ 


oiii i, 1০০0 M 
m) + 1] = Pli 1] তাহলে 7($4-1 " ! 
E s + 1] এর একটি nira ৰহ bii + 1. এখন ey appe যদি দেখি 
1[0...1] এর একটি সাফিক্স বের করা যা প্রিফিক্সও ও অন্যভাবে বলতে হুন দেন 
14-1] এর সমান। আমরা একটি প্রিফিক্স ই খাইেষ্টা ংসেই প্রিফিত গছো 

র পরের বড় candidate সাফিঝ্স কোনটি হবে? সেটি কিন্তু pe আর তা হলো Plo সা 


J 7 (1)] 
গা(7(1)). কেন? খেয়াল কর আমরা চাই | ধ্যই বের করে | 
এরকম কোনো একটি সাফিক্স বা ্রিফিজ হল > এর থেকে ছোট d he 


| যা 
..m()] এর প্রিফিক্স এবং সাফিক্স। আসলে এদে এই Z এর বৈশিষ্ট্য হলো এটি একই সঙ্গ 
NEC etm উদাহরণ দেওয়া কর আমরা ababa এ 
0. aoa 
[আমাদের aba এর থেকে ছোট এমন পরের কযােষ্টার হলো যা pg এর সমাস 
E Captain WA একটি স্ট্রিং দরকার যা ababa এর একই ৮৮৯৫ 
প্রফিব | এবং সেটি কিন্তু আবার aba এরও প্রিফিক্স ও সাফিক্স। তাই সঙ্গে 
চুলে ৫ পাব যা ababa এর প্রিফিক্স ও সাফিক্স। তোমরা যদি এ ৯৯৯৬৬ =+-- 
ডি ১১.১ ও বুঝতে পারবে। একটি জিনিস বলা হয়নি তা 
ন চিন্তা করেছি। Terminal কেইস নিয়ে বলা হয়নি। খেয়াল কর কিছুক্ষণ আগের উদাহরণে 
ন আমরা দেখব যে [1] ও ০ না তখন আমরা আবার (0) 
. এখন প্রথম কথা হলো এই লুপ আজীবন চলতে পারে না, এক সময় আমাদের শেষ করতে 
[আর এছাড়াও তোমরা ন(_1) কল করতে পারবে না কারণ এটি বলে কিছু নেই, তাই যখন 
0 = —1 হয়ে গেছে তখন আমরা লুপ থেকে বের হয়ে গেছি। তবে এই লুপ থেকে বের হওয়ার 
মানে আছে এক now -- 1 এর সঙ্গে মিলে গেছে দুই মিলে নি মানে --1 হবে। এটি যাচাই করার 
ন এই লুপের শেষে একটি if-else আছে। 


কোড ১১.১: prefix function.cpp 


৮3 [100] ; 
' P[100]; 


pPrefixFunction() f 
] [0] = now = —1; 
int len = strlen(P); ৰ 
for (inti - 1; i € len; itt, 
| while (now != —1 && PI 
EC now = pi[now]; — 


if (P[now + 1] == হাহা 


wl B 
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MU j 
১৪ ) IN = - — “=== 

t (matching) সমস্যার সমাধান হয়নি। আমরা , 
তবে এখনো আমাদের ম্যাচিং (ma কেবলমাত্র 
আমাদের প্যাটার্ন (pattern) অর্থাৎ P এর প্রিফিক্স ফাংশন বের করলাম। এখন আমাদের কাজ 
MN PS E ARSENE দায়ে ৰমা কানের TN রা নো 
-1 নাও এবং T এর উপর দিয়ে 0 হতে IT| | পৰ্যন্ত একটি লুপ 


করব। প্রথমে now = 


চালাও। 1 এর লুপে যখন ঢুকবে তখন now নির্দেশ করবে TIO... i ~$] এর দীর্ঘতম সাফি 
যা P এর প্রিফিক্স। এখন আমাদের বিবেচনা করতে হবে 7'[;]. আগের মতো প্রথমে দেখো মে 
P|[now + 1] কি T [i] এর সমান কিনা। হলে তো now কে এক বাড়িয়ে দিবে। আর যদি নাহয় 
তাহলে now = c (now) করবে এবং আবারও একই জিনিস যাচাই করবে। আর যদি no ==] 
হয়ে যায় তাহলে কী করতে হবে তা তো বুঝতেই পারছ। কোড ১১.২ এ আমরা এটি কোড করে 


দেখালাম। 


কোড ১১.২: kmp.cpp 


5 int 703 [100] 
char P[100], T[100]; 


8 int kmp() { | -l E 
৫ int now; MARTE UE Ts | 
M now = —1; | l ৰ Pa: 5 
৭ int n = strlen(T); m | 
৮ int m = strlen(P); ৰ 

৯ for (inti = 0; i< n; i++) ( ৰ 


১০ while (now !- —1 && P [now | 
১১ now = pi [now] fl লি 
১২ if (P[now + 1] == T[i 
»9 else now = =]; | 


১৪ if(now == m) re turr 


1 আবার while লুপে 0 

e T aa লিনিয়ার সময় চলে। অর্থাৎ আমাদের ro কে না, শুধুই কমে। TN 
- : কোড প্রফিক্স ফাংশন বের ile লুপ 
safe কোড সময় নেয় ০071) করার কোডসময় নে 


২১ KMP সম্পর্কিত কিছু সমস্যা 


ধরা যাক Pe T এর মধ্যে আছে কিনা শুধু এটাই ভি 

জীনতে চেয়েছে। তুমি কী করবে? একটি সহজ বুদ্ধি হলো =’ গে 
sexa ফাংশন বা ইংরেজীতে failure Function ও বলে) বের করা। রফিক ফাংশন (একে 
টি ক্যারেক্টার যা P বা 1 কারও ভেতরে নেই। তাহলে প্রিফিক্স ফা 
টিই তোমার উত্তর। এছাড়াও আরেকটি উপায় হলো উপরে আমরা 
ছিলাম তখন যে now = [P| হলেই 1 রিটার্ন করেছিলাম তা না করে আমরা তখন একটি 
unter এর মান বাড়াবো এবং now = (now) কল করব। 
আরেকটি সমস্যা এরকম হতে পারে যে আমাদের শুধু P কতবার পাওয়া 

বনি বরং P এর সব প্রিফিক্স কতবার T E R Er রি 
করতে হবে তা হলো তে P খুঁজার while লুপের শেষে প্রতিবার একটি আযারেতে now তম 
নের মান এক বাড়াতে হবে। অর্থাৎ আমরা now পর্যন্ত প্রিফিক্স পেয়েছি এটি বোঝাতে। কিন্তু শুধু 
ঠ করনে কিন্তু হবে না। উদাহরণস্বরূপ P = aa মনে কর আর T = aaaaa. এখন এটি তো 
ছুই যে প্রায় সবসময় আমরা now = 1 এর মান বাড়াব কিন্তু now = 0 এর মান কিন্তু তেমন 
বে না যদিও প্রিফিক্স ৫ বহুবার T তে দেখা যায়। সুতরাং আমাদের যা করতে হবে তা হলো 
তি/ খোঁজার কাজ শেষ হলে, P এর শেষ থেকে শুরুতে লুপ চালাতে হবে। এবং প্রতি ঃ এর 
Feount [n (1)] এর মান count [i] পরিমাণ বাড়াতে হবে। কেন? কারণ হলো; এ শেষ হওয়া 
চেয়ে বড় সাফিক্স যা প্রিফিক্সও তাতে কিন্তু তুমি আরও count[i] বার যেতে পারতে যা আগে 
ধর একটি স্ট্রিং দিয়ে বলা হলো এতে কয়টি স্বতন্ত্র সাব-স্ট্ৰিং (distinct substring) আছে। _ 
বে করা যায়? মনে কর স্ট্ৰিংটি হলো S এবং এর প্রিফিক্স ফাংশন আমরা জানি শৰ" 
সবচেয়ে বড় মান k বের করলাম। এর মানে কী? এর মানে হলো এই ERG & - 
19 দৈৰ্ঘ্যের যে প্রিফিক্স তা এই স্ট্রিংয়ে আর কথাও আসেনি। কিন্তু 9111 থেকে মেলা 
ique) সাব-স্ট্ৰিং আছে সেসব কীভাবে বের করব? সহজ, 911... এর জন্য গা 
সবের কর। এভাবে 9 এর প্রতিটি সাফিক্সের জন্য অনন্য (unique) 7 

আমরা মোট স্বতন্ত্র সাব-স্ট্রিং এর সংখ্যা পেয়ে যাব। এজন্য আন“ এ 

E Pi 5 দেওয়া আছে বলতে হবে এমন কোনো ছোট স্ট্রিং 2 
এ | 2 পাওয়াযায় | যেমন S = ababab এখান a 
ORI এর সমাধান হলো দেখতে হবে যে n — 7A LU এ. 
সেই দৈৰ্ঘ্যের প্ৰিফিক্সই হবে উত্তর। এর প্রমাণ একটু কঠিন৷ তোমরা 
8Y Contradiction পদ্ধতিতে এই জিনিস প্রমাণ করতে Tu 


INS 
^v 0 


২৬১ 
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শেন ছিল এখানে আছে '2 ফাংশন। 2 (1) এর মানে হলো f 
বাত বড় vna fige পাওয়া যায় যা মূল Picus f | - 
ংশনের মানগুলো হবে (0,0,2,0,0). এখানে (0) এর মান 
(0) এর মতো। আর তাছাড়া এটি আমাদের কোড সহজ 


KMP তে যেমন প্রিফিক 

CLE ad 
ah: ংয়ের 

বা হয়েছে " rura কিছুটা KMP এর 7 


এখন আসা যাক এটি কীভাবে বের করা যায় সেই প্রশ্নে। অবশ্যই O (n?) সময়ে বের করা 


কোনো ব্যাপার না। আমরা চাই লিনিয়ার সময়ে একটি স্ট্রিং এর '2 ফাংশন বের করতে। আমাদের 
একটি হলো left এবং আরেকটি হলো right. প্রথমে আমরা 
(0) = left = right = 0 সেট করব। এখন আমরা = 1 হতে |S] — 1 পর্যন্ত একটি লুপ 
সর ভেতর কী করব তা জানার আগে Le f আর right এর মানে জানলে ভালো হয়। 
- সপ ভ্যারিয়েবল প্রকাশ করে যে (0, i — 1] এই সীমার কোন মান + এর 
লুপের ৷ তম অবস্থানে এই দুটি ভ্যারিয়ে | 
জন্য + + (৫) এর মান সর্বোচ্চ হয়। অৰ্থাৎ S[le ft... right] সাব-স্ট্ৰিংটি 9 এর একটি প্রিফিক্স 
হবে এবং 0 < left < হবে আর এরকম সব candidate এর মধ্যে right সর্বোচ্চ হয়। অর্থাৎ 
প্রতিবার লুপের ভেতরে zli) এর মান বের হয়ে গেলে আমাদের দেখতে হবে যে? + 2৫৫) -1কি 
right এর থেকে বেশি কিনা। বেশি হলে le ft = i, right = i + z(i) — 1 করতে হবে। 
এখন কথা হলো এই z (1) এর মান কীভাবে বের করা যায় প্রথমে আমরা দেখব যে? right 
কিনা। হলে আমরা 2(;) এর মানকে এক লাফে অনেক দূর বাড়াতে পারব। কী রকম? খেয়াল 
কর Slleft...right] হলো S এর একটি প্রিফিক্স বা 910... (right — left)] এর সমান। 
যেহেতু left < i এবং? < right? তাহলে এটি বলা যায় যে Sli... right] হলো S((i — 
1611). -. (right — left)] এর সমান। এবং যেহেতু i — left < £তাই মাম $ t এটা. । 
এর মান আগে থেকেই জানি। এবং আমরা বলতে পারি যে z (1) এর মান কি ft) 4 
মতো হবে। কারণ ওই AITAN Sli... right] হলো 91 _ left). .. (i 
সমান। এখন খেয়াল কর আমরা সরাসরি (8) = z(i— left) করতে পার 
যাই হোক ৷ + zli) — 1 > right হতে পারবে না কারণ আমরা ৪ 
না। তাই যা করতে হবে তা হলো 2() == min(z(i — l 
2৫) এর একটি lower limit, অর্থাৎ 2(;) কমপক্ষে নত হ্‌ 
নিশ্চিত না। তাই যা করতে হবে তা হলো একটি লুপ চালিয়ে 
থৰে ৷ এভাবে 2) এর মান বের করতে হবে। এর কোড ১১ 
11 


কোড ১১.৩: zfunction.c 
১ char S[100]; l n 


২ int z[1909]; T 
$ 
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void zfunction() ( 


x int left, right; 
| : z(0] = left = right = 0; 
৭ int len = strlen(8); 
v for (int i = 1; i € len; i++) ( 
৯ if (i <= right) 
১০ হ[]}] = min(z[i = left], z[right = í + 1]); 
১১ while (i + z[1] < ien 
১২ && S[i + হ[]]] == S[z[1]]) 
১৩ z [1]**; 
১৪ if (i + zli] == 1 right) 
১৫ left = i, right = i + z[i] = 1; 


উদাহরণ দেখা যাক, মনে কর ababab এর '2' ফাংশন বের করছি, আমরা 2(2) = 4 বের করে 
ফেলার পর z(4) এর মান কিন্তু সেই ০(2) এর তথ্য থেকে 2 পেয়ে যাব। কীভাবে? দেখ 4 হলো 
left = 2 আর right = 2+ 4-- 155 এর ভেতরে 1 সুতরাং আমরা z(4) = min(z(2) = 
4১471 = 2) = 2 করব। এর পর আর পরের while লুপ চলবে না কারণ 4 + 2(4) < Len 

_ না। এর মানে z(4) বের করতে আমাদের কোনো কাজই করতে হচ্ছে না। 

এখন কথা হলো এটি কেন লিনিয়ার? খেয়াল কর for লুপের ভেতরে যেই if আছে সেখানে 
যদি z(i) = right — left + 1 দিয়ে bound হয় অর্থাৎ i হতে শুরু করা স্ট্রিংটা right এ 
গিয়ে আটকে যায়, তাহলে আমরা while লুপ দিয়ে right এর মান বাড়ানোর চেষ্টা করি। আর যদি 
right এর আগেই bound হয়ে যায় তাহলে কিন্তু এই while লুপের সমতার শর্ত সত্য হবে না। 
তাই কোনো কাজ না করেই এই লুপ শেষ হয়ে যাবে। অর্থাৎ এই while লুপ কিন্তু সবসময় right 
এর মান বাড়াবে। আর কতই বা বাড়াবে? len = 151 এর থেকে তো আর বড় না তাই না? তাই 
এটি লিনিয়ার। 


১১.৩.১ 2 আযালগরিদম সম্পর্কিত কিছু সমস্যা 


f T এর ভেতর আছে কিনা? এটি সমাধানের 


ne | (i) এর মান 1! তাহলেই হয়ে গেল। 


90... (2...191 — D) এই সাক, SEE ert অর্থাৎ এখন আমাদের 
BE ere count (a ET bulbi M i 4 
এভাবে 191 বার S এর 19] টি সাফিক্স | 


১১.৪ ট্রাই (Trie) 


এটি কথা বলে বোঝানোর থেকে ছবিতে বোঝানো সহজ। চিত্র ১১.১ এ {a and, ধার 
on, onto, owl, table) শব্দসমূহের জন্য ট্রাই একে দেখানো হলো। ! 


নকশা ১১.১: (a, and, ant, art, on, onto, owl, table) শব্দসমূহের জন্য ট্রাই 


চিত্র থেকে খুব সহজেই বোঝা যাওয়ার কথা ট্রাই আসলে কী এটি ট্রি (tree) আকারে তোমাকে 
দেওয়া সব শব্দকে উপস্থাপন করে। সাধারণ প্রিফিক্সের জন্য একটিই মাত্র নোড থাকে৷ যেমন 
উপরের উদাহরণ এ ant আর art দুটির জন্যই a নোড দুটি একই। আমরা বেশি কথা না বলে 
সরাসরি কোডে চলে যাব এবং আসলে এই কোড ব্যখ্যা করারও কিছু নেই। আশা করি তোমরা 
কোড ১১.৪ দেখে বুঝতে পারবে আমরা কী করছি এবং কেন করছি। আর তোমাদেরকে যদি বলা 
হয়- আচ্ছা অমুক শব্দ এই ট্রাইয়ে আছে কিনা- তাও আশা করি বের করতে পারবে! তাও বলি রুট 


t 


902৮ 0209৮ণিথা pp 
define MAX.NODE 100000 
gdefine MAX.LEN 100 


char S[MAX.LEN]; 
// assuming words only have small 1 
int node[MAX. NODE] [26] ; 

int root, nnode; 

int isWord [MAX NODE] ; 


etters [124 aj 


// call before inserting any words into trie, 
১১ void initialize() { 

3à root - 0; 

১৩ nnode = 0; 

১৪ for (int i = 0; i« 26; +++) 

১৫ // —1 means no edge for (la! + i)th 
১৬ // character 

node [root] [i] = —1; 


void insert() { 
২১ scanf ("%s", S); 
২২ int len - strlen(S); 


২৩ int now = root; 
EOE 67515270853: len d4)( 
.— -— . áf (node[now] [S[i] — 'a*'] == —1) ( 
node[now] [৪ []] — 'a'] = **nnode; 


for (4dntoj 90:3 26:5.2T*) 
node [nnode] [j] = 717 


১১.৫ আহো-কোরাসিক omms  (Aho-corasick 
Algorithm) 


বা '2' ফাংশন দিয়ে একটি প্যাটার্ন এবং একটি টেক্সট (text) এর জন্য ছি 
ন আমৰ KM বাম যদি আমাদের একটি প্যাটার্ন আর অনেকগুলো টেক্সট থাকত টয়া 
্যাটার্নের জন্য একবার ফেইলিউর ফাংশন বা '2' ফাংশন বের করে আমরা প্রতিটি টেক্সটকে 
আলাদা আলাদা করে সমাধান করতে পারতাম | খেয়াল কর যেহেতু প্যাটার্ন নিৰ্দিষ্টই থাকছে 
ফেইলিউর ফাংশন (বা প্রিফিক্স ফাংশন) কিন্তু বার বার বের করার দরকার নেই। একইভাবে 
'2' ফাংশনের ক্ষেত্রেও একই কথা প্রযোজ্য। সুতরাং এক্ষেত্রেও আমরা লিনিয়ার সময়ে সমাধান 
করছি। তবে যদি প্যাটার্ন একাধিক হয় আর টেক্সট একটি (আসলে একাধিক টেক্সটের জন্যও 
কাজ করবে) তাহলে লিনিয়ার সময়ে সমাধান করতে আমাদের আহো-কোরাসিক আযালগরিদম 
(Aho-Corasick Algorithm) লাগবে। মনে কর আমাদের প্যাটার্নের স্ট্রিংগুলো হলো hers, 
hi, his, she. তাহলে আমাদের চিত্র ১১.২ এর মতো একটি ডেটা স্ট্রাকচার বানাতে হবে। 
এই ছবির ডটেড লাইনগুলো বাদ দিলে এটি আসলে একটি ট্রাই মাত্র। এখন বুঝতে হবে ডটেড 
লাইনের মাহাত্ম্য কী! এগুলো হলো প্রতিটি নোডের ফেইলিউর ফাংশন। অর্থাৎ রুট হতে কোনো 
নোড পর্যন্ত যেই fuso হয় তার সর্বোচ্চ দৈর্ঘ্যের কোন সাফিক্সটি (অবশ্যই প্রোপার সাফিক্স বা 
ইংরেজীতে proper suffix) ট্রাইয়ে আছেঃ ফেইলিউর ফাংশনটি সেই নোডকে পয়েন্ট করবে। 
একটি উদাহরণ দেখা যাক। মনে কর she. এর প্রোপার সাফিক্সগুলো হলো he এবং e. এদের 
মধ্যে € শব্দটি ট্রাইয়ে নেই। মানে তুমি যদি রুট থেকে ট্রাভার্স শুরু কর তাহলে এই শব্দ পাবে না। 
এখানে শব্দ পাবে না মানে ট্রাভার্স করে খোঁজার সময়ে শেষে গিয়ে is W ord দেখার প্রয়োজন নেই, 
নোড থাকলেই হবে। যাই হোক, তাহলে e বলে কিছু নেই এই ট্রাইয়ে। এখন he দেখা যাক, এবং 
হ্যা he আছে। আর এটিই আসলে সর্বোচ্চ দৈর্ঘ্যের প্রোপার সাফিক্স যার জন্য ট্রাইয়ে নোড আছে৷ 
সুতরাং she নোডের জন্য ফেইলিউর ফাংশন he কে পয়েন্ট করবে। এভাবে প্রতিটি নোডের জন্য 
ফেইলিউর ফাংশন বের করতে হবে। আর হ্যাঁ, যদি কোনো সাফিক্স না পাও এর মানে মনে করবে 
En empty string) ও একটি সাফিক্স, আর তাই ফেইলিউর ফাংশনকে ফাঁকা স্ট্রিং বা 
| যেমন এর নোড থেকে আমরা রুটে পয়েন্ট করেছি। 
এখন একটি টেক্সট দিয়ে যদি বলে কোন কোন প্যাটার্ন এই টেক্সটের মধ্যে আছে বা কতগুলো 


কর। টেরটের কর ত সহজ, একদম KMP এর মতো। রুট হতে শর 
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m 25.3: [hers, hi, his, she} শব্দসমূহের জন্য আহো-কোরাসিক ট্রাই (Aho-Corasick 
trie 


জিনিস না বলে বাদ দিয়ে গেলাম আর বললাম KMP থেকে দেখে নিও আর এই সহজ জিনিস নিয়ে 
আমি গুতাণ্ডতি করছি! "এটি তো অনেক সহজ, টেক্সট দিয়ে ট্রাইয়ে ট্রাভার্স করার সময়ে যেসব শব্দ 
নোড দিয়ে ট্রাভার্স করব সেসব প্যাটার্ন এই টেক্সটে আছে!" না এটি ঠিক না। মনে কর আমাদের 
উদাহরণে s ও একটি প্যাটার্ন। আর তোমাকে দেওয়া টেক্সট হলো his. তাহলে ট্রাভার্স করার সময় 
কেবলমাত্র h, hi আর his এই তিনটি নোড ট্রাভার্স করা হবে। অর্থাৎ তুমি মাত্র his প্যাটার্নটি 
| OI ULTOR g বাৰ্রতে হবে SC 


sicfawwwspdtjágat.cor করছি। সেসবই হলো 
দেখতে হবে কোন কোন , আমরা KMP তেও এরকম একটি জিনিস দেমোদের উত্তর। 


আছে- এরকম একটি সমস্যার কথা বলেছিলাম 
যখন আমরা কোন প্রিফিক্স ক তে পারবে। এর থেকে চল আমরা দেখি কীভাবে ট্রাই t di 


CICER 

বেইলিউনা ফাংশন করতে হে দে আসার রর দিয়ে সামনে apo, ae S A 
থেকে তোমার ভাঙার ক্যায়েটায় দিয়ে সামনে এগোনোর 

না হলে আবার ফেইলিউর ফাংশন। অর্থাৎ কিছুক্ষণ আগে আমরা যেভাবে ট্রভার্স করেছি 


শিখি 
তখন এই জায়গায় একটি ভুল করেছিলাম। তা হলো আমি ভেবেছিলাম এই জিনিস DFS দিয়ে 
DFS দিয়ে হবে কিন্তু ফেইলিউর ফাংশন বের করার কাজটি DFS দিয়ে হবে না। বরং তোমাকে সি 


করতে হবে। কেন? কারণ 015 দিয়ে যখন নামবে তখন মাত্র একটি শাখা (branch) ধরে নামতে 
থাকবে। এই শাখার বিভিন্ন নোডের ফেইলিউর ফাংশন বের করার সময় তোমার অন্য নোডেরও 
ফেইলিউর ফাংশন জানা দরকার তাই না? যেমন ধর আমাদের উদাহরণের চিত্র ১১.২ এ ধর shed 
নামে একটি শব্দও আছে, এখন তুমি যখন d তে আসবে তখন তো তুমি she এর ফে ইলিউর ফাংশন 
ব্যবহার করবে তাই না? অর্থাৎ he তে থাকবে। যেহেতু he নোড থেকেও ৫ নামে কোনো বাহু বের 
হয়নি তাই তুমি এর ফেইলিউর ফাংশন ব্যবহার করতে চাইবে। কিন্তু এর ফেইলিউর ফাংশন তো 
এখনো বের করনি। তাই DFS দিয়ে ফেইলিউর ফাংশন বের করা যাবে T | পরবর্তীতে নাসা ভাইয়া 
আমাকে এই রকম একটি কেইস দিলে আমি বুঝতে পারি যে আমাদের আসলে BFS করতে za. 


আগে কম গভীরতার নোডগুলোর ফে ইলিউর ফাংশন বের হয়ে যাবে। এভাবে আমরা সম্পূর্ণ কাজটি 
| লিনিয়ার সময়ে করতে পারি। 


১১.৬ সাফিক্স আযারে (Suffix Array) 


এ MfG ওয়া থাকবে, তোমাকে এর সাফিক্স যারে (suffix array) A বের করতে 
| 41] মানে কী? এর মানে হলো S এর সব সাফিক্সকে সর্ট করলে Sli... |S] - 1] এই 


সাফিক্সটি তাদের মধ্যে 41] তম সাফিক্স 

v হয়। খেয়াল কর এখানে সর্ট বলতে ডিকশনারি ক্রম 
(dict লেক্সিকো 
ডা পাবা যাস রম (lexicographical order) বোঝানো হচ্ছে 
E 


সব সাফিক্স আলাদা তাই 
যাক 59429 = "৩ PE হওয়ার কথা না। একটি উদাহরণ দেখা যাক৷ 


AT. 7 jzz, Tyrryzz) 


এদের সর্ট করলে দাঁড়া www.pdfjagat.com 


(22/22, 72452) YZZ YTEYZZ 88, z ১ z} 


445 


A t512 510], S13), 5[1], Sta), 916]. 915) 
করি এটি বুঝতে পারছ যে সংক্ষেপে প্রকাশের জন্য আমি এ ) " 
+ তাহলে আমাদের সাফি আনে হবে (1, 3,0,2,4, 6, 8). বৈ ze 
E 915] আছে6এ। ' ' SS bat. 
এখন কথা হলো এ আযারে আমরা কীভাবে বানাব? এ 2 
সমাধান আছে। প্ৰথমে আমরা প্রতিটি ইনডেক্স হতে 2" দৈর্ঘ্যের ae সহজ ১০6 
যতো জিনিস বের করব, এরপর 2: এবং এভাবে আমরা সব শেষে ? এর সমান বা ॥ এর 
থেকে নিকটবতী বড় 2 এর ঘাতের সাফিজ আযায়ে বের করব (n যদি 6 হয় তাহলে আমরা 
9 পর্যন্ত বের করব)। প্রথমে 20 অর্থাৎ প্রতিটি ইনডেক্সের ক্যারেক্টার দেখে তাদের সৰ্টিংয়ের 
একটি ক্রম বা অর্ডারিং (ordering) দিতে হবে। যেমন আমাদের আগের উদাহরণ 2252 
টি হবে {0,1,0,0, 1, 2, 2}. অর্থাৎ z যেহেতু সবচেয়ে ছোট তাই এটি 0, y এর পরে তাই 
এটি 1 একই কারণে 2 2 হয়। এখন আমরা বের করব 2! অর্থাৎ 2 দৈর্ঘ্যের জন্য। অর্থাৎ 
[zy. yz, TT, TY, yz, 22, 20} এর জন্য যেখানে Ø হলো null. এখন এই জিনিস সরাসরি না 
বের করে আমরা একটি বুদ্ধি খাটাব। মনে কর আমরা 27 দৈর্ঘ্যের জন্য অর্ডারিং বের করৰ এখন 
৷ তম ইনডেক্সের কাহিনি দেখা যাক। আমরা এই 2 দৈর্ঘ্যকে দুটি 27-1 ভাগে ভাগ করতে পারি। 
একটি হলো [;, + 2/71 — 1] আর আরেকটি হলো [$+2-1,+ 2) — 1]. এখন এই দুটি অংশের 
£' দৈৰ্ঘ্যের অর্ডারিং কিন্তু আমরা জানি। তাহলে আমরা চাইলে একটি 2 দৈৰ্ঘ্যকে স্ট্রিং দিয়ে 
প্রকাশ না করে দুটি সংখ্যামান দিয়ে প্রকাশ করতে পারি (a, b) যেখানে a হলো [i, i + 2 — 1] 
এর অর্ডারিং আর b হলো [i + 2-1, ; + 27 — 1] এর অর্ডারিং, এভাবে আমরা প্রতিটি ইনডেক্সের 
জন্য দুটি সংখ্যামান পাব। তোমরা হয়তো ভাবতে পার যদি i + 2)! > 191 হয় তাহলে ওই 
সংখ্যামান কোথায় পাব? সেক্ষেত্রে তুমি _1 ধরে নিতে পার, কারণ কোনো জায়গায় কোনো 
দর একে অবসান 
NIST জোড়া জোড়া সংখ্যামান পেয়েছি। এখন এদের সর্ট কর এবং এদের 
ৰক্ষী সা iR vr et vost 
নামাদের উদাহরণে 2! এর ক্ষেত্রে আমাদের সাব-ন্ট্ৰিংগুলো হলো (4, yr, ৫৫, y Y2, 22, 2 
(D) (1,0), (0,0), (0, 1), (1, 2), (2,2), (2, 1)). এখন তোমাকে এদের সর্ট করতে 
| এবং স চায় [চা 4২০ চকা r 


sl 


J ( | সংখ্যামান দিবে 0, এর থেকে বড়কে 


01903 দেখি (1,3,0,2 
সাফিক্স আযারে। বাকি দুটি ধা করে দেখো লা 
cater বার দুটি ডগা Mrana হলো O(n log? i), কিনা, 
এখন যেহেতু কখনো আমাদের ভর্ডারিংয়ের সংখ্যামান " কে অতিক্রম করে না’ তই 
চাইলে এখানে কাউন্টিং সর্ট (counting sort) করতে পারি। জোড়া সংখ্যামানের ক্ষেত আমর 
কীভাবে করে আমরা সেটি দেখব না। যাদের ইচ্ছা আছে কাউন্টিং 


কৌশলী এবং ! ডি 
৯০০ খুব একটা কঠিন হওয়া উচিত না। সাধারণত আমি নিজেও এটি হানিফের 


কোড করি না। হাতে হাতে কোড করা লাগলে লাইব্রেরী 
কাউন্টিং সর্ট দিয়ে 0 (n log n) এর কোড তোলা আছে। তাই দরকারের সময় সেটি ন 


আমি। | 
তোমাদের যদি ইচ্ছা থাকে তাহলে সাফিক্স আযারে বের করার একটি লিনিয়ার আ্যালগ- 
আছে। সেটিও শিখে ফেলতে পার। যদিও আমি নিজে কখনো ব্যবহার করি নাই, তাই ঠিক বাদ 
পারছি না সেখানে কীভাবে করেছে। তবে এটুকু জানি ওখানে divide and conquer das. 
ব্যবহার করে করা হয়েছে, কিছুটা লিনিয়ার সময়ে সিলেকশন (selection) যা তা an 


করা হয় সেরকম। 


১১.৬.১ সাফিক্স আযারে সম্পর্কিত কিছু সমস্যা 


সাফিক্স আ্যারে এর উপর একটি সুন্দর ডকুমেন্ট, আছে যেটি যতদূর সম্ভব দুইজন রোমানীয় 
তৈরি করেছে। আমি সেখান এর সমস্যাগুলোই একে একে তুলে ধরার চেষ্টা করব। তোমরা যদি 
পার তাহলে এই ডকুমেন্টটি একটু পড়ে দেখো। হয়তো কিছু নতুন জিনিস শিখবে। 

আমাদের আলোচনার সুবিধার জন্য আমরা ধরে নেই [log n] = k. আমাদের স্ট্রিংটি হলো 
S আর তার সাফিক্স আ্যারে থাকবে A তে। অর্থাৎ A[;] বলে Sli.. | কত তম সাফিক্স। এছাড়াও 
আমরা আরও একটি যারে বিবেচনা করব rank. rank[A[i]] = i হবে অর্থাৎ S[rankļi]..] 
হলো সর্টেড সাফিক্স লিস্টে? তম সাফিক্স। 

আমাদের প্রথম সমস্যা হলো একটি স্ট্রিং 9 দেওয়া আছে। তোমাকে দুটি ইনডেক্স এবং 
দিয়ে বলা হলো এই দুটি অবস্থান থেকে শুরু করে যেই দুটি স্ট্রিং পাওয়া যায় তাদের দীর্ঘতম সাধারণ 
প্রিফিক্স বা longest common prefix (LCP) কত? অর্থাৎ যেমন ৫৫৮৮৫৫৮2 এই উদাহরণে 
যদি 0 আর 4 এই দুটি অবস্থান দিয়ে জিজ্ঞাসা করত তাহলে আমাদের উত্তর হবে 3 বুঝতেই 
পারছ আমরা কুয়েরি খুব দ্ৰুত করতে চাচ্ছি। প্রথমে আমাদের সাফিক্স আযারে বের করতে হবে! 
অর্ডার এখানে দুটি পদ্ধতির কথা বলব। প্রথম পদ্ধতির জন্য আমাদের 0 হতে k সব ধাপের জন্য 
আমরা এই ঢা গে লাগবে। এই পদ্ধতিটি হলো কিছুটা টিতে দুটি নোডের LCA বের করার মতো! 
আবে একি i m SEN. ASIN S অর্ডারিং দেখব। যদি সমান হয় তাহলে আমরা 


পদ্ধতি হলো 410] = 'PCwwwipdfjagaticom 7 [1] = (rank[1], ranki? এ 
fee পাশাপাশি Pian LCP বের করা। এখন তোমাদের মন es 
কৃয়েৱি করে তাহলে, Z|min(A[i], A[j]) . .. maz( Afi], A(j]) — 1] এই সীমার সর্বনিয় বের 
করলেই তোমরা ১২...] আর $1)...] এর LCP পেয়ে যাবে। এখন পাশাপাশি এরকম জোড়া 
থাকবে [5] 1 টি। অর্থাৎ তম সাফিজটি কোথায় আছে সেটা দেখতে হবে (4). তম সাফি 
কোথায় আছে সেটা দেখতে হবে (4 [}]). এবার আমাদের এদের মধ্যে সব 2 এর সর্বনিয় মানই হবে 
ie j তম সাফিক্সের LCP. আমরা চাইলে O(n log n) সময়ে এই পাশাপাশি সব সংখ্যার LCP 
বের করে রাখতে পারি। আর পরে দুটি অবস্থানের মধ্যের সর্বনিয়ের কুয়েরি তো আমরা O (log n) 
সময়ে বা O(1) সময়ে করতেই পারি (আমরা কিন্তু ডেটা স্ট্রাকচার অধ্যায়ে দেখে এসেছি)। তবে 
মজার ব্যাপার হলো সাফিক্ত আ্যাৱেতে পাশাপাশি সাফিক্সগুলোর LCP (Z) আসলে লিনিয়ার সময়ে 
বের করা সম্ভব। এর ধারনার সঙ্গে '2' ফাংশনের ধারনার বেশ মিল আছে। এই সমাধানের মৌলিক 
লক্ষণীয় হলো মনে কর আমরা 1(8,)) = 10 পেয়েছি’ অর্থাৎ S[i...] আর S[j...] এর LCP 
হলো 10. তাহলে S[i-- 1...] আর 9[) + 1...] অবশ্যই 9 হবে তাই না? কিন্তু কাহিনি হলো 
Aji-1]2-1 z 413 +1] হতেই পারে, অর্থাৎ সাফিক্স আযারেতে 5[. ..] আর Sj... পাশাপাশি 
দুটি সাফিস্স মানে S[i-- 1 ...] আর S[j + 1...] ও যে পাশাপাশি দুটি সাফিক্স হবে তা তো আর 
না। তবে এটি বলাই যায় যে তাদের মধ্যে অন্তত 9 টি ম্যাচিং থাকবে। তাদের মানে হলো; + 1 এ 
যেই সাফিক্স আছে তার আর তার বন্ধুর মধ্যে অর্থাৎ rank[A[i + 1] + 1] এর মধ্যে ৷ গাণিতিক 
ভাষায় বললে বলা যায় lcp(i + 1, rank[A[i + 1] + 1]) 2 lep(i, rank[A[i] + 1]) — 1. 
সুতরাং O(n) এ পাশাপাশি সব LCP বের করার কোড হবে কোড ১১.৫ এর মতো। 


কোড ১১.৫: saLcp.cpp 


char S[100]; 
// lcp[] is the Z[] of the description. 
int lcp[100], A[100], rank[100]; 


void LCP() 


( 


int n-strlen(S); 
int now - 0; 


OW» a.u. 


to ny i4) 


১২ for(int i = 0; 

P q www.pdfjagat.com 

১৪ now = max(now — 1, 0); // lcp will never be _ 
১৫ if(rank[i] == n ^ 1) ( t. 
১৬ // there is nothing as lcp(í(n = 1, m), 
১৭ now = 0; 

১৮ continue; 

১৯ } 

২০ // A[i] is the position of S[1 ...] in 
২১ // suffix array. 

২২ // Ali] + 1, is the next one in 

২৩ // sufix array. 

38 // rank[A[i] + 1] is the index of the 
২৫ // "next suffix in suffix array" 

২৬ // in "the main string". 

$3 int j = rankIN[i] ^ 11; 

২৮ while(i + now < n 

২৯ && j * HOW < n 

"o && s[i + now] == s[j + now]l) 

$5 nowt*; 

৩২ lcp[A[il] = now; 


আরও কিছু সমস্যা 

134 যাক। একটি স্ট্রিং দেওয়া আছে। এর মিনিমাম লেক্সিকোগ্ৰাফিক রোটেশন (minimum 

exicographic rotation) বের করতে হবে। ধরা যাক একটি স্ট্রিং হলো abac তাহলে এর 

হিসেবে s mu ঢ় abac, baca, ০০০1 আর caba. এদের মধ্যে লেক্সিকোগ্ৰাফিকাল 

Pie s তাহলে এই Po হবে। সাফিক্স আযারে দিয়ে এটি সমাধান করা খুবই সহজ। মনে কঃ 

অবস্থানের ংটি পরপর দুইবার লিখ 95. এখন দেখো প্রথম |5| ঘরের মধ্যে কো? 
ই জন্য 4] এর মান সবচেয়ে ছোট। শেষ! 


RS দেওয়া আছে যার দৈর্ঘ্য n. এখন ৪ কে 9 এর সঙ্গে জোড় 
ra ATTI T এর প্রতিটি ইনডেক্স ৷ এর জন্য! এ শেষ হ 
লেক্সিকোগ্রাফিকাল হিসেবে সবচেয়ে ছোট স্ট্রিং ধরা যাক 
তে হবে যার জন্য (i) সবচেয়ে বড়। সমস্যার eo 
একটু চিন্তা করে দেখ তো এই সমস্যা আর gea 99 


২৭২ 


কিনা? অর্থাৎ এর সমাধান ৪০ ফি 
‘contradiction করতে পারো। ফিক রোটেশন। তুমি চাইলে proof by 
এবারের সমস্যায় তোমাদের একটি স্ট্রিং ৪ এর 
লে অ পল মল ৰ শি? লৰা 
বার আছে। এর ae | কোনো একটি স্ট্রিং বার থাকা e ৫৫ মোট 
টি সাফি ও নাবেই যাদের Rr হবে সেই হার বাকা না সাফিক্স আ্যারেতে 
করতে হবে তা হলো সাফিক্স আযারের প্রত্যেক পরপর ৷, টি ₹। তাহলে তোমাকে 
লে [i itk 1] এই সীমার সাফিক্সগুলোর। Cp বের করার জনয ভর LCP বের করতে ar 
সঁফিক্সের LCP বের করলেই চলে। এভাবে প্রতিটি। এর জম্য LCP বের কলিত bee 


যাচ্ছ৷ ৷ তম সাফিক্সে এসে দেখবে এর উপরের সঙ্গে তোমার কত : 
রই দি ফেলেছি, বাকি দু তোমার উত্তরের সঙ্গে যোগ করবে। শেষ তন করছে 
ধর তোমাদের একটি বড় স্ট্রিং ১ দেওয়া আছে আর অনেকগুলো (7 1 
আছেযাদের দৈর্ঘ্য ধরা যাক 64 এর বেশি হবে না। এখন চোখা লৰ 
হবে সেটি S এর ভেতরে কয়বার আছে। যেহেতু ছোট স্টিংগুলো আসলে 64 = 26 এর বেশি দৈৰ্ঘ্য 
নাতাই মাত্ৰ বার সাফিক্স আযারে বের করার কাজ (আশা করি তোমাদের মনে আছে আমরা মোট 
log n বার সর্টিংয়ের কাজ করে সাফি ক্স আ্যারে বানিয়েছিলাম?) করলেই হবে। এর পর তুমি প্রতিটি 
ছোট স্ট্রিংয়ের জন্য দুটি বাইনারি সার্চ (binary search) করবে। একবারে তুমি সাফিক্স আযারের 
প্রথম সাফিক্সটি বের করবে যার সঙ্গে CONA PRUTI LCP বের করে দেখ তা ছোট স্ট্রংয়ের সমান 
কিনা, আর আরেকবার একইভাবে বাইনারি সার্চ কর তবে তুমি সেই রকম সাফিক্সদের সবশেষেরটি 
বের করবে। তাহলে মোট কমপ্লেক্সিটি দাঁড়ায় O (n log 64 + 64M log n). তুমি চাইলে কিছু 
বুদ্ধি খাটিয়ে আরও কমাতে পারো। 
তিনটি স্ট্রিং দেওয়া আছে। তোমাকে সবচেয়ে বড় স্ট্রিংয়ের দৈর্ঘ্য বের করতে হবে যেন তা 
তিনটি স্ট্রংয়েরই সাব-স্ট্ৰিং হয়। তোমাকে যা করতে হবে তা হলো এই তিনটি স্ট্রিংকে অব্যবহৃত 
্যারেক্টার ব্যবহার করে জোড়া লাগাতে হবে। ধরা যাক এরকম দুটি ক্যারেক্টার হলো # আর ৭. 
তাহলে আমাদের জোড়া লাগা স্ট্রিংটি দেখতে হবে :51%95?53 এর মতো। এখন তোমাকে এর 
যারে বের করতে হবে। এখন কিছুটা লাইন সুইপ (line sweep) বা স্নাইডিং উইন্ডো 
Sliding window) এর মতো কাজ করতে হবে। প্রথমে ৷ = 0 সেট কর আর j কে ॥ হতে 
বাড়াতে থাক যেন [,/] সীমার মধ্যে ওই তিনটি স্ট্রিংয়েরই সাফি থাকে। এখন তুমি । আর ) 
MALA 7] MSN ALN) S পডেট কর। এবার i কে বাড়াও, এবং এর জন্য ) কে 


তোমাকে " তে থাকা সবচেয়ে বড় l 
এর দৈর্ঘ্য ০ বলে চপ "rings mem ই 
বিজোড় প্যালিনড্রমকে আলাদা আলাদা করে ভ ৷ তাতে 
সহজ হয়ে যায়। আমরা আপাতত বিজোড় দৈর্ঘ্য এর কথা ভাবি। আমরা যদি তস্য কিছুটা 
জার :9...0] dit LCP বের করতে পারতাম তাহলেই হয়ে যেত। খেয়াল কর 91... i.) 
তম সাফিজ আর 5... কে ভাবতে পার S এর উল্টো স্ট্ৰিংয়ের সাফিক্স। আমরা যদি হলো। 
উল্টো s কে জোড়া লাগিয়ে তার সাফি যারে বের করি তাহলেই কিন্তু আমাদের সমস্যা সমর 
হয়ে যায়। আমরা প্ৰতি ৷ আর 215| — i — 1 এর LCP বের করব তাহলেই হবে। জোড়ের ক্ষেণে 
একইভাবে করলেই হবে। "do 
এখন কিছু কঠিন সমস্যা দেখা যাক। মনে কর একটি স্ট্রিং 5 দেওয়া আছে। এমন একটি 
সবচেয়ে ছোট PIR T বের করতে হবে যেন অনেকগুলো T পরপর জোড়া লাগিয়ে ও বানানোযায় 
জোড়া লাগানোর সময় T গুলো পরস্পরের মধ্যে অধিক্রমন বা overlap করতে পারে। যেমন ! 


ababbababbabababbabababbababbaba 
ababbaba 
ababbaba 
ababbaba 
ababbaba 
ababbaba 


এর দুই রকম সমাধান বলছি। দুই সমাধানেই আমাদের সাফি ত্যারে লাগবে। প্রথম সমাধান 


«feme T হিসেবে কাজ করবে কিনা ৷ আমরা স্নাইডিং উইন্ডো জাতীয় ব্যবহার করব 
প্রথমে এক দৈর্ঘ্যের জন্য আমরা L এবং R সাফিজ ত্যারেতে সেসব সয় যি কতি ব্যবহার করব! 


= 


গানো বা বের করা এই সময় পাশাপাশি দুটি ইনডেক্স মধ্যে 

শোরা কিউ (priority queue) বা আরেকটি সেটে 
Te 1 তাও বলি, যখন তুমি কোনো একটি ইনডেক্স 
SCC আর তাদের মধ্যের পার্থক্যকে হীপ থেকে বাদ দিয়ে 
'ডেক্সের মধ্যের দূরত্ব হীপে রাখতে হবে। আর কোনো 


ইনডেক্স বাদ "যার সময় ENTERA দুটি ইনডেক্কের পাৰ্থক্যকে 
একফেলে তাদের মধ্যের পাৰ্থক্যকে হীপে রগ এবার যেই জিনিসটি দেখতে হবে "থেকে 


এ হীপ নিয়ে তাতে BST বা সেটে ঢোকানো ইনডেজগুলোর মধ্যের দূরত্ব ঢোকাতে ছার মতো 
কর তুমি এখন যেই LCP এর দৈর্ঘ্যকে নিয়েছ তার দৈৰ্ঘ্য ॥ আর হীপে থাকা ইনডেক্সের মধ্যের 
সবচেয়ে বড় পার্থক্য হলো h. এখন যদি h < k হয় তাহলে / হবে আমাদের একটি candidate 
উত্তর। এভাবে সব candidate দের মধ্যে থেকে সবচেয়ে কমটি হবে আমাদের উত্তর | 


একটি স্ট্রিং S দেওয়া আছে তোমাকে এর প্রতিটি প্রিফিক্সের জন্য সর্বোচ্চ পৰ্যায়কাল (period) 


পারবে। সাফিক্স আযারের সমাধানও একই রকম। তোমাকে প্রতিটি সাফিক্সের জন্য মূল স্ট্রিংয়ের 
সনে LCP বের করতে হবে। ধর? ইনডেক্সের জন্য LCP হলো /. তাহলে বলা যায় k দৈর্ঘ্য পৰ্যন্ত; 


হলো. এর মানে প্রিফিক্স ৫) বার বার বসাতে থাকো যতক্ষণ না 5 দৈর্ঘ্য পাচ্ছ অর্থাৎ (ab) (ab) (a). 
অর্থাৎ ab প্রিফিক্সটি মোট 3 বার পুনরাবৃত্তি হয়। এভাবে তুমি প্রতিটি প্রিফিক্সের জন্য তা কতবার 
পুনরাবৃত্তি হয় তা বের করে ফেলতে পারবে। এখন এর প্রতিটি গুনিতকে গিয়ে আপডেট করে দিয়ে 
সাসতে পার তার পর্যায়কাল যাতে সব শেষে তুমি প্রিফিক্সগুলোর সর্বোচ্চ পর্যায়কাল ono প্রতিটি 
গুনতকে গিয়ে আপডেট করা কিন্তু ততটা ব্যয়বহুল না। তুমি 1 দৈর্ঘ্যের জন্য আপডেট করবে খুব 


জানো যে7/] +n/2+...n/n =< nlogn. 
তোমাকে একটি স্ট্রিং S দেওয়া হবে। তোমাকে এর ভেতরে থেকে একটি সাব-স্ট্রিং বের 
পর পর জোড়া লাগালে মূল স্ট্রিং”টি পাওয়া যায়। আমরা এই A এর দৈর্ঘ্যের 


তা হলো পাশাপাশি দুটি ভাগের LCP ৫4 29.90 LES বোস ও ৷) 


র LCS বের কর | 
lcp(1, 2 0... 104, 5) = 1. এ j 

Miser longest common suffix যেমন lcs(1,2) = 2 কারণ hag E 
LCS হলো 2. LCS আসলে তোমরা LCP এর মতো বের করতে পার, শুধু স্ট্ৰিংটিকে উ 3 


খন তোমাকে এই LCP দেখে দেখে বুঝতে হবে কোন কোন ভাগ সমান। এটি বে 
বে বই সোজা; যদি LCP L এর সমান বা বড় হয় এর মানে সমান। এখন উপরের ভাগের তো 
দেখ। তুমি কি বলবে যে পাশাপাশি aab তিনটি আছে তাই আসলে 3 দৈর্ঘ্যের কোনো একটি 4 কে 
3 বারের বেশি পুনরাবৃত্তি করা যাবে না? না খেয়াল করলে দেখবে উপরের উদাহরণে aba কে 4 বার 
পুনরাবৃত্তি করা যায়। তাহলে তা কীভাবে বের করা যায়? প্রথমত আমরা সমান সেগমেন্টগুলো বের 
করি, যেমন উপরের উদাহরণে 2, 3, 4 সমান সেগমেন্ট। এবার দেখতে হবে এই সেগমেনটগু 
ডানে ও বামে কত দূর বাড়ানো যায়। যেমন 1০5(1, 2) = 2 আর lcp(4,5) = 2. এর মানে 
এই 3 দৈর্ঘ্য করে সেগমেন্ট নেওয়ার কাজ বাম দিকে আরও 2 ঘর সরানো সম্ভব। তাহলে মোট 
2--3x34-2 = 13 ঘর জুড়ে 3 দৈর্ঘ্যের স্ট্রিংয়ের পুনরাবৃত্তি করার কাজ করা সম্ভব। আর আমরা 
জানি |13/3] = 4 তার মানে আমরা 3 দৈর্ঘ্যের একটি স্ট্রিং পেয়েছি যা 4 বার পুনরাবৃত্তি হয়। শেষ! 
এই সমাধানের কমপ্লেক্সিটি 0 (n log n). এখানে আমি ধরে নিয়েছি LCP বা LCS তুমি 0(1) এ 
বের করবে। সাফিক্স আ্যারেতে পাশাপাশি দুটি সাফিক্সের মধ্যে কীভাবে O (1) এ LCP বের করা 
যায় তা দেখেছি। কিন্তু যেকোনো দুটি সাফিক্সের মধ্যে কীভাবে LCP বের করা যায়? সহজ, আমরা 
বলেছি সাফিক্স আ্যারেতে ; তম আর j তম সাফিক্সের মধ্যে LCP হলো পাশাপাশি LCP গুলোর মধ্যে 
সর্বনিয়। অর্থাৎ এটি রেঞ্জ মিনিমান কুয়েরি (range minimum query). আর O(nlogn) এ 
প্প্রসেসিংও O (1) এ FAR কীভাবে করা যায় তা তো আমরা জানিই। 
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লেখক পরিচিতি 


মো: মাহবুবুল হাসান (শান্ত)-এর জন্ম ১৯৮৬ সালে। তিনি রাজশাহীর অগ্রণী বিদ্যালয় 
থেকে মাধ্যমিক ও নিউ গভঃ ডিগ্রী কলেজ থেকে উচ্চ মাধ্যমিক সম্পন্ন করেন। ২০০৩ 
সালের প্রথম জাতীয় গণিত অলিম্পিয়াডে একশোতে একশো পেয়ে সেকেন্ডারি 
ক্যাটাগরিতে চ্যাম্পিয়ন হন তিনি। ২০০৫ সালের বাংলাদেশ হতে আন্তর্জাতিক গণিত 
অলিম্পিয়াডগামী প্রথম দলের সদস্য ছিলেন। এছাড়াও ২০০৫ সালের আন্তর্জাতিক 
ইনফরমেটিক্স অলিম্পিয়াডগামী প্রথম দলের সদস্যও ছিলেন, যদিও ভিসা জটিলতার 
কারণে সেবার বাংলাদেশের অংশগ্রহণ করা হয়ে ওঠে না। কলেজ পড়ুয়াদের 
আইওআইগামী সেই দলটি ২০০৫ সালের ঢাকা-সাইটের আইসিপিসিতে বাংলাদেশের 
সকল বিশ্ববিদ্যালয়ের দলকে হারিয়ে দ্বিতীয় স্থান অর্জন করেন, প্রথম হয় চীনের ফুদান 
বিশ্ববিদ্যালয়। বুয়েটের কম্পিউটার সায়েন্স ও ইঞ্জিনিয়ারিং বিভাগে পড়াকালীন সময়ে 
হাতে গোনা তিন চারটি কনটেস্ট বাদে বাকি প্রায় ত্রিশটির মতো কনটেস্টে তাদের দল 
চ্যাম্পিয়ন হয়। ২০০৮ ও ২০০৯ সালের এসিএম আইসিপিসি ওয়াৰ্ল্ড ফাইনালস-এ 
তাদের দল অংশগ্রহণ করে যথাক্রমে ৩১তম এবং ৩৪তম স্থান অর্জন করে। এছাড়াও 
প্রথম বাংলাদেশি হিসেবে তিনি টপকোডার এবং কোডফোর্সেস উভয়ের রেড কোডার 
হন। বুয়েটের পড়াশুনার পাট চুকিয়ে আড়াই বছর বুয়েটে শিক্ষকতা করেন। শিক্ষকতার 
পাশাপাশি এসময়ে তিনি বুয়েট এবং আইওআই এর ছেলেমেয়েদের প্রোগ্রামিং এর 
প্রশিক্ষণ দেন। ২০১১ ও ২০১৩ তে আইওআই দলের দলনেতা হিসাবে ছিলেন তিনি। 
বর্তমানে তিনি গুগলের সুইজারল্যান্ড অফিসে কর্মরত আছেন। 


ER zem. Dm 


